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Felévkozi kotelezo hazi feladatok beadasi hatarideje:

@ Az 1. hazi feladatot a szakhét utani héten kell beadni a
gyakorlatvezetdnek.

@ A 2. hazi feladatot az utolsé el6tti héten kell beadni a
gyakorlatvezetdnek.

Ezek teljesitése, valamint a gyakorlatra jaras (legfeljebb 3 hianyzas)
szlikséges a gyakorlati alairashoz!

Vizsgaidépontok: Lasd Neptun.

Elbadaskoévetd anyagok és feladatok
math.unideb.hu/hajdu-lajos
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK
1.1 Halmazok

Tartalmazas jeldlése

ac B (a elemea B halmaznak)
b¢ A (b nemeleme az A halmaznak)

Halmazok megadasi modjai
o felsorolas; példaul A={2,3,5,7,11}

@ ismert halmaz adott tulajdonsagu elemeinek megadasa;
példaul A= {ne N: n paros},
ahol N:={1,2 ...} atermészetes szamok halmaza

| A
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK
1.1 Halmazok

@ Ures halmaz: melynek egyetlen eleme sincs; jeldlése: 0

@ Az A és B halmazok egyenloek, ha elemei ugyanazok;
jelolése: A= B; tagadasa: A+ B

@ Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden
eleme benne van a B halmazban; jelélése: A C B, illetve
B D> A, amit ugy olvasunk, hogy B tartalmazza az A halmazt

@ Az A halmaz valodi részhalmaza a B halmaznak, ha Ac B
és A+£B
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK
1.1 Halmazok

Logikai alapfogalmak

@ Allitas: olyan kijelentés, melyrél egyértelmiien elddnthetd, hogy
igaz vagy hamis.

o Logikai miveletek:

e —P (nem P, azaz P tagaddsa) pontosan akkor igaz, ha P hamis

e PAQ (P és Q) pontosan akkorigaz, ha P és Q isigaz

e PV Q (P vagy Q) pontosan akkor igaz ha, P és Q legalabb
egyike igaz

o P— Q (P-bdl kovetkezik Q) pontosan akkor igaz, ha P hamis
vagy ha Qigaz

e P+ Q (P ekvivalens Q-val) pontosan akkor igaz,ha P és Q
vagy mindketten igazak vagy mindketten hamisak
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK

1.1 Halmazok

P — Q esetén azt mondjuk, hogy P elegendd Q teljesliléséhez,
masképpen Q sziikséges P teljeslléséhez

P < Q esetén azt mondjuk, hogy P sziikséges és elegendo Q
teljeslléséhez

@ P <= Q pontosan akkor igaz, ha P — Q és Q — P isigaz,
azaz

(P=Q <= (P=QAr(Q=P)

tetsz6leges P és Q allitasokra igaz
@ Az indirekt bizonyitas alapja:

(P=Q) <= (—-Q=-P)

tetsz6leges P és Q allitasokra igaz

v
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK
1.1 Halmazok

Logikai kvantorok

@ univerzalis kvantor: Vx = minden x-re
@ egzisztencialis kvantor: 3x = vanolyan x melyre

Példak:
ACB << (¥x)(xe A= x¢€B)
és
A=B = (¥x)(xeA=xeB)A(xe B= x € A))

igazak tetszdleges A és B halmazokra
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK
1.1 Halmazok

Muveletek egy X halmaz részhalmazaival

@ A és B egyesitése = unidja:

AUB:={xeX:xe A vagy x € B}
@ A és B metszete = k6zos része:
ANB:={xeX:xe€A és xe B}
@ A és B kiulonbsége:
A\B:={xeX:xcA és x¢ B}
@ A komplementere (X-re nézve):
A=X\A
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK
1.1 Halmazok

Halmazmiveletek tulajdonsagai

o kommutativitas: AUB=BUA, ANnB=BnNA
@ asszociativitas:

Au(BuC)=(AuB)UC, An(BnC)=(AnB)nC
o disztributivitas:
ANn(BuC)=(AnB)U(ANC), Au(BnC)=(AuB)n(AUCQC)
@ idempotencia: AUA=A, ANnA=A
o de Morgan azonossagok: AUB=ANB, AnB=AUB
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK

1.2 Relaciok

Két halmaz Descartes szorzata

Az A és B halmazok Descartes szorzata (vagy direkt szorzata) e
halmazok elemeibdl képezett 6sszes (a, b) rendezett parok halmaza,
ahol ac A, be B. Jelblése: Ax B:={(a,b):ac A, be B}.
Tovabbi jeldlés: A% := A x A.

Rendezett parok egyenlésége
(a,b) = (c,d) akkor és csakis akkorha a=c, b=d.

Két halmaz koz6tti relacio
Az A és B halmazok Descartes szorzatdanakegy R C Ax B
részhalmazataz A és B kozoétti relacionak nevezziik.

Ha (a, b) € R, akkor azt mondjuk, hogy az a elem R relacioban
van b-vel. Jelolése: aRb. Ha A= B, akkoraz A és B kozotti
relaciot A-n értelmezett relacionak mondjuk.
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK
1.2 Relaciok

Féligrendezés, rendezés

Az A halmazon értelmezett R C A x A relacio féligrendezés, ha
o reflexiv, azaz (Vac A)aRa
@ antiszimmetrikus, azaz (Va,be€ A) (aRbAbRa) = (a=b).
@ tranzitiv, azaz (Va,b,c€ A) (aRbAbRc) = aRc.

Az A halmazon értelmezett R c A x A relacié rendezés, ha
féligrendezés, és ha (Va,b € A) (aRbV bRa).

Példak:

@ Egy X halmaz 6sszes részhalmazan a C tartalmazasi relacio
féligrendezés.

@ Avalds szamok R halmazan a < relacié rendezés.

Hajdu Lajos (DE) Gazdasagi matematika . 1. félév 11/135



1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK

1.2 Relaciok

Valés szamhalmazok korlatossaga

@ AC R felulrdl korlatos, ha (3k € R) (Vac A) a< k. Ekkor a
k szamot A egy felso korlatjanak nevezzik.

@ AC R alulrdl korlatos, ha (3k' € R) (Vac A) a> k. Ekkora
k' szamot A egy also korlatjanak nevezziik.

@ AC R korlatos, ha alulrél és fellilrél is korlatos.

@ sc R az AC R pontos felso korlatja = szuprémuma, ha

e s az A fels6 korlatja;
o A barmely s’ felsd korlatjara s < s'.
Jeldlés: s = supA.
@ iR az AC R pontos alsé korlatja = infimuma, ha
e j az A alsé korlatja;
e A barmely /" alsé korlatjara i > /i'.
Jeldlés: i =infA.
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK

1.2 Relaciok

@ Az A és B halmazok kdzott értelmezett F C A x B relacio
figgveény, ha minden a € A elemhez pontosan egy olyan b € B
elem létezik, melyre aF b teljesil. llyenkora b= F(a) jelolést
hasznaljuk, a fliggvény jelélése pedig F : A — B.

@ Dr:= A az F fliggvény értelmezési tartomanya.

@ Re:={F(a):aec A} az F flggvény értékkészlete.

@ Az F: A— B flggvény injektiv, ha

(Va,be A) a# b= F(a) # F(b)

@ Az F: A— B flggvény sziirjektiv,ha Rg = B.

@ Az F: A— B fuggveény bijektiv, ha injektiv és szlrjektiv.

@ Ha F: A — B injektiv, akkoraz F~': R — A inverz
fliggvény értelmezése: F~'(b) = a ha b= F(a).
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK

1.3 A valds szamok axiomarendszere

A valés szamok R halmaza teljesiti a kdvetkez6 3 axidmacsoportot:

Testaxiomak
R-ben két miivelet van értelmezve:

RxR>(x,y)—x+y  Osszeadas,
RxR3(x,y)—>x-y szorzas.

Az 0sszeadas axiomai:

(Vx,y €R) X+ty=y+x,

(Vx,y,z € R) X+(y+2)=(x+y)+z
(30 e R) (Vx € R) x+0=x,

(VxeR) (I—xeR) x+(—x)=0.
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK
1.3 A valés szamok axiémarendszere

Testaxidomak
A szorzas axiomai:

(Vx,y €R) X-y=y-x,
(Vx,y,z € R) x-(y-2)y=(x-y)-z
(31 eR, 1#0) (VxeR) x-1=x,

(VX eR,x#0) Ix 'eR) x-x'1=1

Tovabba
(Vx,y,z € R) xX-(y+z2)=x-y+x-z
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK
1.3 A valés szamok axiémarendszere

Rendezési axiomak

R-en értelmezve van egy < rendezési relacio, melyre
(Vx,y,z € R) X<y = x+z<y+z
(Vx,y € R) O0<Xx)A(0<y) = 0<x-y.

|

Teljességi axioma
R arendezésre nézve teljes, azaz R barmely nemures fellilrol
korlatos részhalmazanak létezik pontos felsd korlatja.

R létezése

Létezik olyan R halmaz, mely teljesiti ezt a 3 axiomacsoportot (és ez
a halmaz bizonyos értelemben egyértelmi).

|

A

A valés szamokat a szamegyenesen modellezhetjik.
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK

1.4 R nevezetes részhalmazai, abszolut érték, tavolsag

R nevezetes részhalmazai

@ Természetes szamok halmaza: N:={1,2,3.4,...}
@ Egész szamok halmaza: 7 := {0,+1,+2 +3,...}
@ Racionalis szamok halmaza: Q = {g :p,q,€Z, q #0}

N az R-nek az a legsziikebb részhalmaza, melyre teljesil az, hogy
@ 1eN,
@ ha neN, akkor n+1 € N.

|

Teljes indukcid

Ha egy M C N részhalmazra teljesll az, hogy
e 1eM,
@ ha ne M, akkor n+1 e M,

akkor M =N.
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK
1.4 R nevezetes részhalmazai, abszolut érték, tavolsag

R intervallumai
a,beR, a<b esetén
nyilt: la,b[.={x e R:a< x < b},
zart: [a,b]:={xeR:a<x<b},
balrdl nyilt, jobbrol zart: la,b]:={x e R:a< x < b},
balrdl zart, jobbrol nyilt: [ab[:={xeR:a< x< b},

elfajult: [@,a:={xeR:a<x<a}={a},
végtelen:  Ja,oc0[:={x e R:a< x}, [@ o0o[:={xeR:a<x},
] —oo,b[:={x eR: x < b}, ] —o00,b] :={xeR:x < b},
] — 00, 00[:=R.
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK

1.4 R nevezetes részhalmazai, abszolut érték, tavolsag

Valds szam abszolut értéke

X ha x >0,
—x ha x<0.

v

Az x € R szam abszolut értéke: |x|:= {

Az abszolut érték tulajdonsagai
Barmely x,y € R esetén

@ x| >0, 65 |[x| =0 < x=0,

o |xy| = |x]||yl,

° |x+y|<|x|+lyl,

o |Ix| = Iyl| < Ix—yl,

0 |[x|<a <« —-a<x<a,

9 x]<a <= —-a<x<a

\
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK
1.4 R nevezetes részhalmazai, abszolut érték, tavolsag

R pontjainak tavolsaga
Az x e R és y € R pontok tavolsaga: d(x,y) := |x — y|

A tavolsag tulajdonsagai

Barmely x,y,z € R esetén
@ d(x,y) >0, és d(x,y)=0 < x =y,
° d(x,y)=d(y,x),
° d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK

1.5 Topologiai alapfogalmak

@ Az ae R pont ¢ > 0 sugaru (nyilt) kornyezete:
K(a,e) ={xeR:d(x,a)<e}=]la—¢ca+¢|
@ Az ac R pontaz AC R halmaz bels6 pontja, ha a-nak van
olyan kornyezete, mely teljesen benne van A-ban, azaz ha
(Fe > 0) (K(a,e) C A).
@ Az ac R pontaz AC R halmaz izolalt pontja, ha ac A, és
a-nak van olyan kdérnyezete, melyben a-n Kivil nincs A-beli pont:
(@€ A) A ((3=>0) (K(a,e)\ {a})NnA=0).
@ Az ac R pontaz AC R halmaz torlédasi pontja, ha a
barmely kérnyezetében van t6le killénb6zd A-beli pont, azaz ha
(Ve >0) ((K(ae)\{a})NA#0).
@ Az ac R pontaz AcC R halmaz hatarpontja, ha a barmely
kérnyezetében van A-beli és nem A-beli pont is, azaz ha

(Ve > 0) ((K(a,s) NA#D) A (K(ae)nA# @)).
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1. A HALMAZELMELET ALAPJAI ES A VALOS SZAMOK

1.5 Topologiai alapfogalmak

@ A C R 06sszes bels6 pontjainak halmazat A belsejének
nevezzik és A°-rel jeldljik.

@ A C R 0sszes hatarpontjainak halmazat A hataranak nevezzik
és 0A-val jeloljik.

@ Az A C R halmazt nyiltnak nevezzik, ha minden pontja belsd
pontja A-nak.

@ Az A C R halmazt zartnak nevezziik, ha komplementere nyilt.

v
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2. SOROZATOK
2.1 Sorozatok korlatossaga, monotonitasa, konvergenciaja

Valds szamsorozat

Egy a: N — R flggvényt valos szamsorozatnak neveziink.
Jeldlés: (an) = (an)nen, ahol a,:=a(n) ha neN.

Sorozat megadasa

o képlettel; példaul a, =1 ha neN.
@ rekurziv modon; példaul a; =1, és a1 =+v2+a, ha neN.
@ szaballyal; példaul a, := az n-edik primszam.

.

Sorozat korlatossaga

@ (an)nen felulrol korlatos, ha (3k e R) (VneN) a, < k.
Az ilyen k szamot a sorozat felso korlatjanak nevezzik.
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2. SOROZATOK
2.1 Sorozatok korlatossaga, monotonitasa, konvergenciaja

Sorozat korlatossaga

@ (an)nen alulrdl korlatos, ha (3k' e R) (VneN) a, > K.
Az ilyen k' szamot a sorozat alsé korlatjanak nevezziik.

Sorozat korlatossaga

Az (an)nen sorozat akkor és csakis akkor korlatos, ha
(3K eR) (YneN) |an <K.

Sorozat monotonitasa

@ (an)nen Monoton noévekvo, ha (VneN) a, 1 > ap.

@ (an)nen mMonoton csdékkenod, ha (Vne N) a,.q < ap.

@ (an)nen szigoruan monoton névekvo, ha (Vne N) ap, 1 > ap.
@ (an)neny szigoruan monoton csokkeno, ha (VneN) a1 < ap. |
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2. SOROZATOK
2.1 Sorozatok korlatossaga, monotonitasa, konvergenciaja

Konvergens valds szamsorozat

Az (an)nen sorozatot konvergensnek nevezzik, ha van olyan a € R,
hogy barmely ¢ > 0-hoz létezik olyan N(c) € R szam, hogy

|ap — al < e amennyiben n> N(e).
Az a szamot a sorozat hatarértékének (limeszének) nevezzik.

Jelolés: a,—a (n— o), vagy lim a, = a.
n—o0

Az (an)nen sorozatot divergensnek neveziink, ha nem konvergens.

|

A konvergencia kérnyezetes atfogalmazasa

Az (an)nen Sorozat konvergens és hatarértéke a € R akkor és csakis
akkor, ha az a pont barmely kérnyezetén kiviil a sorozatnak csak
véges sok eleme van.
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2. SOROZATOK

2.1 Sorozatok korlatossaga, monotonitasa, konvergenciaja

Ha egy sorozatban
@ veéges sok elemet teszblegesen megvaltoztatunk,
@ vagy a sorozatbdl véges sok elemet elhagyunk,
@ vagy a sorozathoz véges sok elemet hozzavesziink,

akkor a sorozat konvergenciaja vagy divergenciaja nem valtozik,
és konvergencia esetén a hatarértéke sem valtozik.

A hatarérték egyértelmiisége
Konvergens sorozatnak pontosan egy hatarértéke van.

A konvergencia és a korlatossag kapcsolata

@ Konvergens sorozat korlatos.
@ Van olyan korlatos sorozat, mely divergens (nem konvergens).
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2. SOROZATOK

2.1 Sorozatok korlatossaga, monotonitasa, konvergenciaja

{an: n € N} a sorozat elemeibdl &ll6 halmaz
(azaz a sorozat mint figgvény értékkészlete)

A konvergencia €s a monotonitas kapcsolata

@ Haaz (an)neny Sorozat monoton névekvo és fellilrél korlatos,
akkor konvergens és nlim anp = sup{an: n € N}.
—> 00

@ Ha az (an)nen Sorozat monoton csékkend és alulrdl korlatos,
akkor konvergens és nlim ap =inf{a,: ne N}.
—00
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2. SOROZATOK

2.2 Miiveletek, rendezés és konvergencia kapcsolata

A konvergencia és a miiveletek kapcsolata

Ha a, — a, bp — b (n— o), akkor

an+b,—a+b (n — o0),
anbp —ab (N — ),
a, a
b—n—>5 (n—>OO), ha bn,b?éo7

cap — ca (n — o00),

lan| — |a| (n — o0).
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2. SOROZATOK

2.2 Miiveletek, rendezés és konvergencia kapcsolata

El6jel=signum fuggvény

1 ha x >0,
sign(x):=<0 ha x=0,
-1 ha x<0O.

A konvergencia és a rendezés kapcsolata

@ Konvergens sorozat jeltarto, azaz ha a, — a+# 0 (n— o),
akkor van olyan ny € R, hogy sign(a,) = sign(a) ha n> np.

@ A konvergencia meg6rzi a monotonitast, azaz ha a, < b,
(neN) és a,—a, by~ b (n— o0), akkor a< b.

o Ervényes a rendértétel, azaz ha a, — a, by — a (n— ) és
an < xp < bp (neN), akkor (xn)nen IS konvergens és x, — a
(n — ).

v
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2. SOROZATOK
2.3 Bovitett valos szamok, végtelenhez tarté sorozatok

Bovitett valés szamok halmaza
Rp := RU {400} U {—00} Jeldlés: oo := +oo

Miveletek Ry-ben

Barmely x € R esetén
X+ (£o0) 1= (£o0) + X = o0,
(+00) + (4+00) := +o0, (—00) 4 (—0) := —o0,
X (£00) :=(£o0) - x =400 ha x>0,
X - (£00) :=(£o0) - x=Foo ha x<0,
(400) - (£00) 1= %00, (—00) - (£00) := Foo,

Rendezés R,-ben
Barmely x € R esetén —oo < x < +o0.

il
F\L
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2. SOROZATOK

2.3 Bovitett valos szamok, végtelenhez tarté sorozatok

NINCSENEK ERTELMEZVE AZ ALABBIAK:

(+0) + (—0), (—00) + (+00), 0 (£o0), (£o00) - 0,

+o00 +o0 —00 —00
400’ -0’ 400’ —00 0
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2. SOROZATOK
2.3 Bovitett valos szamok, végtelenhez tarté sorozatok

A hatarérték fogalmanak kiterjesztése

Azt mondjuk, hogy az (an)nen Sorozat hatarértéke +oo, ha barmely
K € R szamhoz van olyan N(K) € R, hogy

an>K ha n> N(K).
Jeldlés: a, — +oo (N — oo) vagy nli_)m ap = +o0.

Azt mondjuk, hogy az (an)nen Sorozat hatarértéke —oo, ha barmely
K € R szamhoz van olyan N(K) € R, hogy

an< K ha n> N(K).

Jelolés: a, — —oco (n— o) vagy lim a, = —oc.
n—oo

Ha a, — +o00 vagy a, — —oo, akkor a sorozat divergens, de van
hatarértéke!
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2. SOROZATOK

2.3 Bovitett valos szamok, végtelenhez tarté sorozatok

Kornyezetek R,-ben

+oo kornyezetei a |K,+oo[ (K € R) intervallumok,
—oo koérnyezeteia | — oo, K[ (K € R) intervallumok

A hatarérték kérnyezetes atfogalmazasa R,-ben

Egy sorozat hatarértéke +oo (illetve —cc) akkor és csakis akkor, ha
+oo (illetve —oc) barmely kérnyezetén kiviil a sorozatnak csak véges
Sok eleme van. )

Pontos fels6 korlat Ry-ben

Ha A C R felllrdl nem korlatos, akkor sup A := +cc.
Ha A c R alulél nem korlatos, akkor infA := —occ.

v

Minden A C R halmaznak van szuprémuma és infimuma Ry-ben. J

Minden monoton sorozatnak van hatarértéke Ry-ben. J
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2. SOROZATOK
2.3 Bovitett valos szamok, végtelenhez tarté sorozatok

A hatarérték és mulveletek kapcsolata R,-ben
Ha a, — a, by — b (n— o0), ahol most a,b € R,, és c € R, akkor

an+bp— a+b (n— o0), ha a-+ b értelmezve van,
an-bp— a-b (n— ), ha a-b értelmezve van,
a
T 2 (n— o), ha b, #0 (n€N),
b b
.a
es b ertelmezve van,

c-ap— c-a (n— ), ha c-a értelmezve van,

fovabba ha |an| — oo (n— o0), akkor al — 0 (n— o).
n
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2. SOROZATOK

2.4 Nevezetes hatarértékek

0 ha |al < 1,
+o00 ha a> 0, 2|
1 ha a=1,
o N — {1 ha a=0, a— N h :
aa>i,
0 ha a < 0. >

divergens ha a< —1.

@ Ha a>0, akkor vJa—1 (n— o).
@ Ha |a| <1 és k eR, akkor nfa" — 0 (n — o).

@ y/n—1 (n— o0).
n
@ Ha acR, akkor %—>0 (n — ).

1\" L . .
@ Az ap = <1 + = (n € N) sorozat szigoruan monoton névekvo

és fellilrél korlatos, a, <3 (n € N), igy konvergens. Hatarértéke

egy nevezetes szam, amit e-vel jeldliink, kzelito értéke e ~ 2,72.
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3. SOROK

3.1 Definicié, konvergencia, divergencia, 6sszeg

Szamsor

Egy (an)nen valés szamsorozat elemeit az 6sszeadas jelével
0sszekapcsolva kapott

aj+a+--- vagy i an (réviden Z an>
n=1

0sszeget szamsornak (vagy numerikus sornak) nevezzik.
A > a, sort konvergensnek nevezzik, ha részletosszegeinek

n
Spi=ai+a+--+ar=Y a (neN)
k=1

sorozata konvergens, és ekkor a sor 6sszege s := nlim Spn, €s azt
—00
irjuk, hogy 00 n
an=s, azaz Y ap= lim_ > a.
n=1 n=1 k=1

A > a, sort divergensnek nevezzik, ha nem konvergens.

v
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3. SOROK

3.1 Definicié, konvergencia, divergencia, 6sszeg

@A Y ag"'=a+ag+ag®+---, (a,g <R, a#0) geometriai
n=1
sor akkor és csakis akkor konvergens, ha |g| < 1, és akkor

o

i1 _a elsdtag
;aq ~1—qg 1—kvociens’

oA % harmonikus sor divergens.
n=1

Sor konvergenciajanak sziikséges feltétele

o0
Haa > a, sorkonvergens, akkor lim a, = 0.
n—1 n—oo
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3. SOROK
3.1 Definicié, konvergencia, divergencia, 6sszeg

Leibniz tétele
(elegendo feltétel alternal6 sorok konvergenciajara)

oo

A S (-1)"*'a, (a, >0, ncN) alternalo sor konvergens, ha
n=1

(an)nen Mmonoton csékkenden tart nullahoz, és ekkor a sor s

0sszegeére, €s részletésszegeinek (Sp)nen Sorozatara teljesiil

|s — sn| < apyt (neN).

o9 11 1 1 1
Példaul oyt Do DL alternals
éldaul a n;( ) =7 2+3 ) alternalé sor

konvergens (és 6sszege In2).
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3. SOROK

3.2 Pozitiv tagu sorok

A > a, sort akkor nevezzik pozitiv taginak, ha a, >0 (n € N). ]
Pozitiv tagu sor akkor és csakis akkor konvergens, ha a
részletésszegeibdl allé sorozat feliilrél korlatos. J

Majorans/minorans teszt

Legyenek 0 < a, < bp (n € N).
@ Haa ) bn, sorkonvergens, akkor a ) an sor is konvergens.
@ Haa ) an sordivergens, akkor a »_ b, sor is divergens.
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3. SOROK

3.2 Pozitiv tagu sorok

Hanyados/D’Alambert teszt

Legyen > an pozitiv tagu sor.
@ Ha (3g< 1) (Vne N) < q, akkora ) an sorkonvergens.
n

@ Ha (VneN) aT > 1, akkora ) an sordivergens.
n

Hanyados/D’Alambert teszt limeszes alakja

Legyen > a, pozitiv tagu sor, és tegylik fel, hogy
3 lim i1 _ L € Ry,.

n—oo Qap

@ Ha L <1, akkora ) a, sor konvergens.
@ Ha L>1, akkora )_ a, sor divergens.

@ Ha L=1, akkora ) a, sorlehet konvergens, és lehet
divergens is.
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3. SOROK
3.2 Pozitiv tagu sorok

Gyok/Cauchy teszt

Legyenek a, >0 (neN).

@ Ha (3g<1) (VneN) Ja,<q, akkora ) an sor konvergens.
@ Ha (YvneN) {/a, > 1, akkora ) a, sordivergens.

Gyok/Cauchy teszt limeszes alakja

Legyenek a, >0 (neN), és tegylk fel, hogy
3 lim \’Va_n =L € Ryp.

n—o0

@ Ha L <1, akkora ) a, sor konvergens.
@ Ha L>1, akkora ) a, sor divergens.

@ Ha L=1, akkora ) a, sor lehet konvergens, és lehet
divergens is.

v

Hajdu Lajos (DE) Gazdasagi matematika . 1. félév 41/135



3. SOROK

3.3 Abszolut konvergencia, miveletek sorokkal

@ A Y a, sort abszolut konvergensnek nevezzik, haa > |ap|
sor konvergens.

@ A Y a, sort feltételesen konvergensnek nevezzik, ha a sor
konvergens, de nem abszolut konvergens.

Abszolut konvergens sor konvergens, de konvergens sor lehet nem
abszolut konvergens.

Ha ¢ : N — N bijektiv, akkora » a,p sorta ) an sor
atrendezésének nevezzik.

@ Abszolut konvergens sor barmely atrendezése is konvergens, és
az atrendezett sor 6sszege megegyezik az eredeti sor 6sszegével.

@ Feltételesen konvergens sornak van olyan atrendezése, mely
divergens, vagy melynek 6sszege egy tetszblegesen elbirt szam.

V.
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3. SOROK

3.3 Abszolut konvergencia, miveletek sorokkal

@ Konvergens sor tetszblegesen zardjelezhetd, és a zardjelezett sor
0sszege megegyezik az eredeti sor 6sszegével.

@ Ha Y an és > b, konvergensek és c € R, akkor > (an+ bn)
és > (c- ap) is konvergensek, és

(an+bn):2an+2bn, Z(c-an):c-Zan.
n=1 n=1 n=1 n=1

n=1

o o o0
A > a, és > b, sorok Cauchy-féle szorzatsora > c,, ahol
n=0 [ =0) n=0

n
Gn = 8obn+ a1by 1+ + anby = Y &by «.
k=0

Abszolut konvergens sorok Cauchy-féle szorzatsora is abszolut
konvergens, és dsszege a tényezbsorok 6sszegének szorzata.

v
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3. SOROK

3.4 Hatvanysorok

oo
Egy (an)neny Szédmsorozatés ac€ R eseténa > ap(x —a)”

n=0
0sszeget hatvanysornak nevezzik, melynek konvergenciahalmazat
azon x € R pontok alkotjak, melyekre a sor konvergens.
A konvergenciahalmaz pontjaiban értelmezhetd a sor
osszegfiiggvénye (mint a részletésszegek hatarértéke).

v

Tegylik fel, hogy a >, an(x — a)" hatvanysor esetén 3 nIi_)m |an| € Rp.
n=0 o0
1 1 1
Az r.=———— € Ry (ahol — :=+o00, — :=0) bdvitett valos
IR R A=
szamot a hatvanysor konvergenciasugaranak nevezzUk.
@ Ha |x — a| < r, akkor a hatvanysor abszolut konvergens x-ben.

@ Ha |x — a| > r, akkor a hatvanysor divergens x-ben.

v
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA

4.1 Flggvény hatarértéke

A torl6dasi pont fogalmat mar korabban bevezettiik. Ezt most
kiterjesztjlk arra az esetre amikor a torlédasi pont Ry-beli. Azt
mondjuk, hogy +oco (—oc) torlodasi pontja a D halmaznak, ha D nem
korlatos fellilrdl (alulrdl). EQy D C R halmaz Ry-beli torl6dasi
pontjainak halmazat D’-vel fogjuk jeldIni.

Flggvény hatarértéke

Legyen f: DC R — R éslegyen xp € D'. Azt mondjuk, hogy f-nek
van (véges, vagy végtelen) hatarértéke az x; pontban, ha van
olyan a € R, bdvitett valos szam, hogy barmely olyan D-beli (x;)nen
sorozatra, melyre nIi_)m Xn = Xo €S Xp # Xo, teljesil a nIi_)m f(xn) = a
egyenloség.

a-taz f figgvény xo pontbeli hatarértékének nevezzik, és

lim f(x) = aval, vagy f(x) — a (x — xp)-lal jel6ljuk.
X—Xo
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA
4.1 Flggvény hatarértéke

Atfogalmazas

Masképpen megfogalmazva: az f fuggvény értelmezési
tartomanyanak egy xo € R, torlodasi pontjaban akkor és csakis akkor
lesz f hatarértéke az a € R, bovitett valés szam, ha az értelmezési
tartomanybol barmely xp-hoz konvergald (x,)nen SOrozatot véve,
melynek elemei xp-tol kiildnb6zdek, a fuiggvenyértékek (f(xn))nen
sorozata a-hoz tart.

Hatarérték egyértelmiisége
Fliggvény hatarértéke, ha létezik, akkor egyértelmd.

Hatarérték létezhet az x; pontban akkor is, ha a fliggvény nincs
értelmezve a pontban, de torlédasi pontja annak (egy halmaz
torlodasi pontja ugyanis nem feltétlenll pontja a halmaznak).
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA

4.1 Flggvény hatarértéke

Legyen f: DC R — R éslegyen E C D, akkor az f fliggvény E-re
valo lesziikitését f, c-vel jeldljtk. Ez a flggvény csak az E halmazon

van definialva és ott megegyezik f-fel.

Jobb- és baloldali hatarérték x; € Ry,-ben

Legyen f: DC R — Réslegyen xo € R, a Dy, := DN [xo, +oo]

(Dy, := DN] — o0, Xp]) halmaz torlédasi pontja. Akkor mondjuk, hogy az
f:DcR— R figgvénynek az a € R, bdvitett valos szam jobboldali
(baloldali) hatarértéke az xy pontban, ha a € R, az xg pontbeli
hatarértéke az f’ Dy, (f’ Dx‘o) lesz{kitett fliggvénynek.

Jobboldali (baloldali) hatarérték jeldlése: lim f(x)=a

X—Xg+0
( lim f(x)=a)
X—X9—0
Vilagos, hogy +oo-ben csak baloldali, —oo-ben csak jobboldali
hatarérték definialhato.
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA

4.1 Flggvény hatarértéke

FlOggvény hatarértékére a fentivel ekvivalens definicié adhato, de
ekkor a véges és végtelenben vett véges és végtelen hatarértékek
definicidja kissé eltérd.

Flggvény véges hatarértéke véges pontban, ¢, -s definicio

Legyen f: DC R — R éslegyen xo € D' véges torlddasi pontja
D-nek. Azt mondjuk, hogy f-nek van (véges) hatarértéke az x
pontban, ha van olyan a € R szam, hogy minden ¢ > 0-hoz van
olyan d(¢) > 0, hogy

f(x)—al <e ha 0<|x—x| <d(e) és xeD.
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA
4.1 Flggvény hatarértéke

Hatarérték, monotonitas és miiveletek kapcsolata
Legyenek f,g: DCR — R, xo € DV, és tegylik fel, hogy
XI|_>n](0 f(x) = a € Ry, Xll_r>r)1(0 g(x) = b € Ry.

Akkor barmely ¢ € R mellett

XI|_£T)1( (f(x)+9(x))=a+b, ha a-+ b értelmezve van,
0
lim c-f(x)=c-a, ha c-a értelmezve van,
X—Xo
lim f(x)-g(x)=a-b, ha a-b értelmezve van,
X—Xo
im f(x) = é, ha értelmezve van.
x=x g(x) b b

Ha f(x) < g(x) (x € D, x # xo), akkor a < b.
Ha f(x) < h(x) < g(x) (xeD, x#x0), és a=b, akkor lim h(x) = a.

X—Xp

v
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA
4.1 Flggvény hatarértéke

Osszetett fliggvény

A h(x):=g(f(x)) (x € D) fuggvényt, ahol f: DC R — R,

g:f(D) =R, az f és g fliggvényekbol dsszetett fliggvénynek
nevezziik, f abelsd, g akulso fuggvény. (Itt f(D) := {f(x) : x € D}
az f flggvény értékkészlete.) Mas jeldlés: h=go f.

Osszetett fiiggvény hatarértéke

Legyen f: DCR — R, g:f(D)— R, és h(x):=g(f(x)) (x € D).
Ha xg € D,
Jm fx)=a  a¢f(D\{x}), és limg(x)=b.

akkor

|

lim h(x) = b.

X—Xp

\

Hajdu Lajos (DE) Gazdasagi matematika . 1. félév 50/135



4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA

4.2 Fuggvény folytonossaga

Flggvény folytonossaga

Az f: D cC R— R faggvényt folytonosnak nevezzik az xy € D
pontban, ha barmely D-beli xo-hoz konvergald

Xxn € D(n e N), x, — Xp (n — o) sorozat esetén a flggvényértékek
f(xn) (n € N) sorozata az xp pontbeli fliggvényértékhez tart

nILmOO f(xn) = f(X0)-

v

Réviden: az f fliggvény xo € D pontbeli folytonossaga azt jelenti, hogy
ha D 3 x, — xo (n — o0) akkor nli_>m f(xn) = f(nli_)m Xn) = f(Xp).

@ Ha xg € DN D', akkor f folytonos xy-ban akkor, és csakis akkor,
ha le f(x) = f(xp).
0

@ Ha xp € D, de xyp ¢ D', akkor xo a D izolalt pontja, izolalt
pontokban f a definicio alapjan mindig folytonos.
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA
4.2 Fuggvény folytonossaga

Jobb- és baloldali folytonossag
Az f: DC R — R faggvényt jobbr(')l (balrol) folytonosnak nevezzik

az xp € D pontban, ha az f ’ ) lesziikitett fliggvény folytonos az

Xo € D pontban.

Ez azt jelenti, hogy az f: D Cc R — R flggvény pontosan akkor
jobbrdl (balrdl) folytonos az x; € D pontban, ha barmely D-beli
Xo-hoz konvergalé x, € D(n € N), x5 > Xo (Xn < Xg), Xn — Xo (N — 00)
sorozat esetén a fliggveényértékek f(x,) (n € N) sorozata az x
pontbeli flggvényértékhez tart, nIme f(xn) = f(x0).
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA
4.2 Fuggvény folytonossaga

Flggvény folytonossaga,e, 5-s ekivivalens definicié

Az f: DC R — R flggvénytaz xo € D pontban folytonosnak
nevezzlk, ha barmely ¢ > 0-hoz van olyan §(¢) > 0, hogy

[f(x) — f(x0)| < & ha |x — Xxo| < 0(s) és xeD.

|

Flggvény folytonossaga és a miveletek kapcsolata

@ Ha f,g: D C R — R folytonosak az xo € D pontban és c € R,
akkor f+g, c-f, f-g, ; (ha g(xo) # 0) is folytonosak xo-ban.

@ A h(x)=g(f(x)) (x € D) dsszetett fiiggvény folytonos xo-ban

(ahol f: DCR =R, g: f(D)—R), ha f folytonos xy-ban és
g folytonos az y, := f(xo) pontban.
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA

4.3 Folytonos fliggvények globalis tulajdonsagai

Azt mondjuk, hogy az f: D C R — R flggvény a D halmazon

@ alulrol (feliilrol) korlatos, ha értékkészlete alulrdl (fellilrdl)
korlatos.

@ monoton novekvo (csokkend), ha
VX1 < Xo, X{,X2 € D esetén f(X1) < f(X2) (f(X1) > f(Xg))
@ szigoruan monoton névekvo (csokkend), ha

VX1 < X2, X1,X2 € D esetén f(x1) < f(x2) (f(x1) > f(x2)).
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA

4.3 Folytonos fliggvények globalis tulajdonsagai

Azt mondjuk, hogy az f : D C R — R fliggvénynek az xo € D pontban
@ lokalis/helyi maximuma (minimuma) van, ha 3¢ > 0, hogy

f(xo) > f(x) (f(x0) < f(x)) VxeK(xp,e)N D esetén.
@ szigoru lokalis/helyi maximuma (minimuma) van, ha 3¢ > 0,
hogy
f(xo) > f(x) (f(x0) < f(x)) VxeK(x,e)ND, x+#xy esetén.
@ globalis/abszolut maximuma (minimuma) van, ha
f(x0) > f(x) (f(x0) < f(x)) VxeDesetén.
@ szigoru globalis/abszolut maximuma (minimuma) van, ha
f(xo) > f(x) (f(x0) < f(x)) VxeD, x+# Xy esetén.

v
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA

4.3 Folytonos fliggvények globalis tulajdonsagai

Folytonos fliggvény jeltarto, azaz ha f: D C R — R folytonos az
Xo € D pontban, és f(xo) # 0, akkor van olyan § > 0, hogy

sign(f(x)) = sign(f(xp)) ha x € K(xp,d6)ND.

Flggvény folytonossaga halmazon
Azt mondjuk, hogy az f: D Cc R — R fliggvény folytonosaz Ac D

halmazon, ha f az A halmaz minden pontjaban folytonos.

Folytonos fliggvény korlatossaga
Korlatos zart intervallumon folytonos fliggvény korlatos.

Maximum, minimum létezése

Korlatos zart intervallumon folytonos fiiggvény felveszi a
fliggvényértékek szuprémumat és infimumat fliggvényértékkent.
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA
4.3 Folytonos fliggvények globalis tulajdonsagai

Flggvény egyenletes folytonossaga halmazon

Azt mondjuk, hogy az f: D C R — R fliggvény egyenletesen
folytonos a Dy ¢ D halmazon, ha barmely ¢ > 0-hoz van olyan
(csak e-tol figgd) o(e) > 0, amelyre

lf(x) —f(y) <e ha |x—y|<d(e) és x,ye Dy.

Ha f csupan folytonos D;-en, akkor barmely ¢ > 0-hoz és barmely
y € Dy-hez van olyan (y-tol is fliggd) o(e,y) > 0, amelyre

[f(x)—f(y)| <e ha |x—y|<d(e,y) és xeDjy.

Cantor tétele

Korlatos zart intervallumon folytonos fliggvény ott egyenletesen
folytonos.
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA
4.3 Folytonos fliggvények globalis tulajdonsagai

Kozbenso értékek tétele

Egy intervallumon folytonos fliiggvény felvesz barmely ket
fliggvényérték kozotti értéket is fliggvényeértekkent.

Azaz egy intervallumon folytonos fliggvény értékkészlete is egy
intervallum.

Inverz fliggvény folytonossaga

Egy intervallumon folytonos, szigortian monoton fliggvény injektiv, és
inverze is folytonos, és szigortian monoton (ugyanolyan értelemben
mint az eredeti fliggvény).

Inverz fliggvény folytonossaga

Egy intervallumon folytonos és injektiv fliggvény inverze is folytonos.
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA

4.4 Az elemi fiiggvények folytonossaga

@ x+—Inx = az x — e* fuggvény inverze, In :]0, 00 — R,

@ & :=¢eX"2 (x ¢ R), ahol a> 0,

@ x—log,x = az x+— @ flggvény inverze, ahol 0 < a# 1,
log, :]0, 00[ — R,

@ arcsin: [-1,1] —» [-3,3] = a sinH

=& &

272
flggvény inverze,

] flggvény inverze,

@ arccos: [-1,1] = [0,7] = a cos‘[oﬂ

earctg:R—|-%,%[ = a tgH [ fliggvény inverze,

& I
272

@ arcctg: R —]0,7n[ == a ctgh0 A flggvény inverze.
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA

4.4 Az elemi fiiggvények folytonossaga

Elemi flggvények

Az

@ f(x)=c

@ f(x)=x

° f(x) =€ (xeR),
° f(x)

° f(x)

@ f(x)=arcsinx (x € [-1,1])
flggvényeket, és ezekbdl a
@ 4 alapmlivelet (6sszeadas, kivonas, szorzas, osztas),
@ Osszetett figgvény képzése,
@ leszlkités egy intervallumra

operaciok véges sokszori alkalmazasaval keletkez6 fliggvényeket
elemi fiiggvényeknek nevezzik.
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA
4.4 Az elemi figgvények folytonossaga

Elemi flggvények

e Az
o f(x)=x2:=e“"x (x > 0), dltaldnos hatvanyfiiggvény,
e a trigonometrikus fliggvények és inverzeik,
@ a polinomok,
e racionalis tértfliggvények (azaz polinomok hanyadosai)

elemi fiiggvények.
@ Az elemi flggvények folytonosak.
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4. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA
4.5 Nevezetes fluggvényhatarértékek

Nevezetes flggvényhatarértékek
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS
5.1 Differencialhatosag, differencialasi szabalyok

Differencialhatosag, differencialhanyados/derivalt

Az f: I — R (I C R egy nem elfajult intervallum) fliggvényt
differencialhatonak nevezzilk az xp € | pontban, ha létezik a

fim (X = 100) g
X=X X —Xp

E hatarértéket az f fliggvény xp pontbeli differencialhanyadosanak
vagy derivaltjanak nevezziik.

Jeldlés: f'(xp) vagy ii(xo).

Minden olyan x € /| pontban, ahol f differencialhaté, értelmezhetjik
az x — f'(x) derivalt fliggvényt.
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS

5.1 Differencialhatosag, differencialasi szabalyok

A derivalt jelentése:

f(x) — f(x . . _
) ()2)((0) az [xp, x] intervallumon vett differenciahanyados,
— X0
ami a fliggveny valtozasanak atlagsebessége;
@ f'(x9) az atlagsebesség hatarértéke, amikor az [x, X]
intervallum 6sszehuzodik az xp pontra, azaz f'(xp) a figgvény
valtozasanak xg pontbeli pillanatnyi sebessége.

A derivalt geometriai jelentése:

° W az f fuggvény gorbéjének (xo,f(xo)) és (x,f(x))
— X0
pontjait 6sszekdtd szelbjének iranytangense;
@ f(xp) az f flggvény gorbéjéhez az (xo, f(Xo)) pontban hlzott

érinto iranytangense.

Ha f differencialhaté egy pontban, akkor ott folytonos is. ]
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS

5.1 Differencialhatosag, differencialasi szabalyok

Differencialas és a miiveletek kapcsolata

Ha f,g: 1 — R differencialhatok az xy € | pontban, akkor
e f+ g is differencialhato xo-ban, és
(f+9)'(x0) = f'(%) + g'(x0),
@ tetszbleges c € R esetén c - f is differencialhato xy-ban, és
(c-f)(x0) = ¢ f'(x),
e f-g is differencialhato xy-ban, és
(f-9)' (%) = (%) - 9(x0) + f(x0) - 9'(X0),

@ ha g(xg) # 0, akkor ; is differencialhato xo-ban, és

(f)’ ) — 11020) - 900) — 1(0) - 9 ().

g 9(x0)?

v

Hajdu Lajos (DE) Gazdasagi matematika . 1. félév 65/135



5. DIFFERENCIALSZAMITAS
5.1 Differencialhatosag, differencialasi szabalyok

Differencialhatésag és linearis approximalhatdésag kapcsolata

@ Az f: 1 — R fliggvény akkor és csakis akkor differencialhaté az

Xo € | pontban, ha van olyan A € R konstans, hogy
lim f(X) — f(XO) — A(X — XO)
X—Xo X — Xp

Ha ez teljesdil, akkor A = f'(xp).

@ Az f: | — R fliggvény akkor és csakis akkor differencialhato az
Xo € | pontban, ha van olyan A € R konstans és ¢:1— R
figgvény, hogy

f(x) — f(x0) = A(X — Xp) + (X — Xp) és lim ¢(x) =0.

X—Xo

=0.

Ekkor f(x) ~ f(x0) + f'(x0)(x — X0), azaz, az x — f(x) fuiggvény az
x — f(x0) + f'(X0)(x — xp) linearis fliggvénnyel approximalhato
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS
5.1 Differencialhatosag, differencialasi szabalyok

Osszetett fiiggvény differencialhatésaga

Legyen f: 1 — R, J:=f(l) az f értékkészlete, g:J — R.

Ha f differencialhaté az xy € | pontban és g differencialhaté az
Yo := f(xo) € J pontban, akkora h:= gof &sszetett fliggvény
differencialhaté az xy pontban, és

H (x0) = 9'(f(%0)) - f'(x0)-

Inverz fliggveny differenciadlhatosaga

Tegylik fel, hogy f: 1 — R invertalhato, folytonos I-n, differencialhato
az xo € | pontban, és f'(xg) #0. Akkoraz f=':f(I) — I inverz
fiiggvény differencialhato az y, := f(xp) pontban, és

1

N -
)00 = 71

|
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS

5.2 Az elemi figgvények derivaltjai

(sinx)’ = cos x
(cos x)' = —sinx
1
tgx) =
(tgx) cos? X
(ctgx) = ——
sin® x
(eX)/:eX
(&¥) =aIna

(x € R, c € R tetszbleges konstans),
(x>0, ha aeR; xR, ha a € N),
(x € R),
(x €R),

(x €R, X;«ég+k7r, k ez),
xR, x#kn, ke Z),

(x € R),
xeR, 0<a#1),

v
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS

5.2 Az elemi figgvények derivaltjai

(Inx) = )1—( (x > 0),
(Iogax)’:xlna (x>0, 0<a#1),
(arcsin x)’ = \/11_7)(2 (Ix] < 1),
(arccos x)' = —ﬁ (Ix] < 1),
(arctg x)' = T2 (x € R),
(arcctg x)' = e (x € R). )
Aife/emi fliggvények értelmezési tartomanyuk belsé pontjaiban
differencialhatok.

v
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS
5.3 Kbzépértéktételek és alkalmazasaik

Lokalis szélsbérték szilkséges feltétele

Ha f:1— R differencialhaté az xq € I° belsé pontban (I° jeldli az |
intervallum belsé pontjainak halmazat, vagyis belsejét), és f-nek

s

Xo-ban lokalis szélsbértéke van, akkor
f /(Xo) =0.

Rolle-féle kozépértéktétel
Legyen f:[a, b] — R folytonos |[a, b]-n, differencialhato |a, b[ -n,
f(a) = f(b), akkorvan olyan ¢ €]a, b, melyre

|
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS
5.3 Kbzépértéktételek és alkalmazasaik

Lagrange-féle kozépértéktétel

Legyen f:[a,b] — R folytonos |[a, b]-n, differencialhato |a, b[ -n,
akkor van olyan ¢ €la, b[, melyre

1oy [(b) —f(a)
Cauchy-féle kbzépértéktétel

Legyenek f,g:[a,b] — R folytonosak [a, b]-n, differencialhatok
|a, b[ -n, akkor van olyan ¢ €a, b[, melyre
(f(b) — f(a))d'(€) = (9(b) — g(a))f'(¢),
vagy, ha g'(x) #0 (x €]a, b[), akkor
F(§) _ f(b)—f(a)
g©) gb)-gla

v
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS

5.3 Kbzépértéktételek és alkalmazasaik

Monotonitas és derivaltak kapcsolata

Legyen f: | — R differencialhato I-n.
@ f monoton ndvekvé I-n akkor és csak akkor, ha f'(x)>0 (xel).
@ f monoton cs6kkend [-n akkor és csak akkor, ha f'(x)<0 (xel).
@ f konstans [-n akkor és csak akkor, ha f'(x) =0 (xel).
@ f szigordan monoton névekvé I-n ha f'(x) >0 (x € ).
@ f szigortdan monoton cs6kkené I-n ha f'(x) <0 (x € I).

Hajdu Lajos (DE) Gazdasagi matematika . 1. félév 72/135



5. DIFFERENCIALSZAMITAS
5.3 Kbzépértéktételek és alkalmazasaik

L'Hospital szabaly

Legyenek f,g :]a, b|— R differencialhatok |a, b[ -n (ahol most
a,beRy), és g (x)#0 (x€la,b[). Ha

F'(x)

T g ~ AR
és
lim f(x)= lim g(x)=0 vagy lim g(x) = +oo(—00),
x—a+0

x—a+0 x—a+0

akkor . f(x)

x—a+0 g(Xx)
A tétel akkor is érvényes, ha x — a+ 0 helyére mindeniitt x — b — 0,
illetve x — ¢ kerdl, ahol ¢ az ]a,b[ egy belsé pontja.

v
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS

5.4 Magasabbrendi derivéltak, konvexitas, konkavitas

Magasabbrendi derivaltak

Tegyik fel, hogy az f:/— R fliggvény elsd derivaltja létezik az
Xo € | pontnak egy (legalabb egyoldali) kérnyezetében, akkor f
masodik derivaltja
. F(x) — f(xo)
1" (I _
(%) = (F) (%) = Jim == — =
Hasonloan, az f figgvény (n—+ 1)-edik derivaltja

M) (x0) == (F7)'(x0)-
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS
5.4 Magasabbrendi derivéltak, konvexitas, konkavitas

Konvexitas, konkavitas

Az f:|— R fuggvényt konvexnek nevezzilk az / intervallumon, ha
fOx1 + (1 = A)x2) < Mf(xq) + (1 = N)f(x2) (x1,%2 € 1, X €]0,1]).

Az f: |l — R flggvényt konkavnak nevezzik /-n, ha —f konvex /-n.

Konvexitas geometriai jelentése: x; < x» eseténa Ax; + (1 — \)xo
pont az [xi, xo] intervallumot 1 — X\ : A\ aranyban osztja ketté.
Az (xq,f(x1)) és (xe,f(x2)) pontokon atmend egyenes (szeld)
egyenlete: f(xs) — f(x

y = f(xq) + ()2(2—):1)()(_)(1)'
Ennek értéke a Ax; + (1 — A)x2 pontban éppen Af(xq) + (1 — A)f(x2).
lgy az f flggvény akkor és csakis akkor konvex az | intervallumon,

ha a fliggvény gorbéjének barmely szeldje a metszési pontok kdzotti
szakaszon a fliggvény gorbe felett van.
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS
5.4 Magasabbrendi derivéltak, konvexitas, konkavitas

Konvex és konkav fliggvények jellemzése

@ Ha f: | — R differencialhaté I-n, akkor

e f konvex I-n akkor és csakis akkor, ha f' monoton névekvé I-n;
o f konkav [-n akkor és csakis akkor, ha f' monoton csékkend [-n.
@ Ha f: | — R kétszer differencialhato [-n, akkor

e f konvex I-n akkor és csakis akkor, ha f"(x) >0 (x € I);
e f konkav I-n akkor és csakis akkor, ha f""(x) <0 (x € /).
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS

5.4 Magasabbrendi derivéltak, konvexitas, konkavitas

Inflexios hely, inflexiés pont

Legyen f: 1 — R és xp € I° belso pontja /-nek. Az x; pontotaz f
flggvény inflexios helyének, az (xp, f(xp)) pontot inflexios
pontjanak nevezzik, ha xo az / intervallum konvex és konkav
szakaszait valasztja el, azaz, ha van olyan § > 0, hogy

@ f konvex az |xo — 4, Xp[, konkav az ]xg, Xo + [ intervallumon,

vagy
@ f konkav az |xp — 4, Xo[, konvex az ]xg, Xo + o[ intervallumon.

|

Inflexidés pontok megkeresése
Legyen f: | — R kétszer differencialhato I-n.
@ Haaz xg € I° pontinflexios helye f-nek, akkor f"(xp) = 0.

@ Ha f"(xp) =0 és " elbjelet valt xo-ban, akkor X inflexios
helye f-nek.

v
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS
5.5 Taylor tétele

Taylor tétele

Legyen f:[a,b] — R, és tegyik fel, hogy 3 ne NU{0}, hogy
@ az f fluggvény (n+ 1)-szer differencialhato |a, b[ -n,
e (" folytonos |[a, b]-n.

Akkor barmely x,xp € [a, b]-hoz van olyan ¢ az x és xy kézott
(szigoruan kézottik, ha x # xg), hogy

f(x) = (f(XO) + M(X — x0) + '(xo0)

T 0 T(X_XO)2+---

(n) (n+1)
P f (XO)(X—Xo)n> +M(X_Xo)nﬂ7

n! (n+1)!
ahol ) .= f.
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS

5.5 Taylor tétele

Th(x) == f(x0)+ ff

az f faggvény xp pont korlli n-edfoku Taylor polinomja
(Xo = 0 esetén Mc Laurin polinomja),

f(n+1)(§)

m(x - Xo)nJr1

Ra(x) =

a Taylor formula n-edik maradéktagja Lagrange-féle alakban.
Az R,(x) maradéktag azt mutatja meg, hogy f(x)-eta T,(x) Taylor
polinom milyen hibaval kozeliti.
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS

5.5 Taylor tétele

Példak Taylor polinomra:
Q f(x)=¢", xo =0 mellett

2 n
x X X
=14 x+ 5+t o Ralx),
ahol
e
Xn+1
(n+1)! ’

és £ az x és xp =0 koz6tt van. Ebbdl azt kapjuk, hogy

X2 x" = x"
X = lim (1+x++---+ )ZZ

n—oo 2! nl n
n=0

Ra(x) =

Ezt a sort az exponencialis fliiggvény Mc Laurin soranak, vagy
Xo = 0 koriili Taylor soranak nevezziik.
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS

5.5 Taylor tétele

@ f(x)=sinx, xg =0 esetén

. XS X5 X2n+1
SInX:X—g—Fa—'“—i—( )W‘FRZn—H(X) (x €R),

ahol

sin (£ +(2n+2)5) x2n+2
(2n+2)! ’

€és £ az x és xg =0 kozott van. Ebbdl azt kapjuk, hogy

Roni1(x) ==

X3 X5 5 X2n+1 0 N X2n+1

Ezt a sort a sin fliiggvény Mc Laurin soranak, vagy xo =0
koriili Taylor soranak neveziik.
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS

5.6 Szélsdértékszamitas

Lokalis szélsdérték sziikséges feltétele

Ha f:1— R differencialhaté az xq € I° belsé pontban, és ott lokalis
szélsbérteke van, akkor f'(xp) = 0.

Stacionarius pont

Azokat az xo pontokat, amelyekre f'(xo) =0 teljesll, az f figgvény
stacionarius pontjainak nevezzik.

v

Stacionarius pontban az érinté parhuzamos az x tengellyel, és ott
lehet lokalis szélsoérték, de nem biztos, hogy van!
Milyen xo € | pontokban lehetegy f:/— R fliggvénynek lokalis
szélsbértéke?
@ Xxp € I° belsé pont, ahol f'(xp) =0,
@ xp az I intervallum valamely végpontja (ha az /-hez tartozik),
@ Xxp az I-nek olyan pontja, ahol f nem differencialhaté.
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS
5.6 Szélsbértékszamitas

Elsérendl elegendd feltétel lokalis szélsbértekre

Tegylik fel, hogy f: | — R differencialhato az xo € I° belsé pont egy
kérnyezetében, és xo stacionarius pontja f-nek (azaz f'(xp) = 0).
@ Havanolyan r >0, hogy f(x)>0 ha x €]xo—r,x[Nl, és
f'(x) <0 ha x €]xp,Xo + r[Nl, akkor f-nek lokalis maximuma
van Xp-ban.

@ Havanolyan r >0, hogy f'(x) <0, ha x €]xo — r,xo[N/, és
f'(x) >0 ha x €]xp,Xo + r[Nl, akkor f-nek lokalis minimuma
van Xp-ban.

@ Havanolyan r >0, hogy f(x) >0 ha x €]xg—r,xo+ r[Nl,
X # Xo, vagy f'(x) <0ha x €]xg—r,xo + r[Nl, x # Xy, akkor
f-nek nincs lokalis széls6értéke xy-ban, xo inflexios helye
f-nek.

v
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS
5.6 Szélsbértékszamitas

n-edrendi elegendd feltétel lokalis szélsdértékre

Tegylik fel, hogy f: | — R n-szer folytonosan differencialhaté az
Xo € I° bels6 pont egy kérnyezetében (azaz (") folytonos e
kérnyezetben), és

f(x0)=Ff"(x)=---=Ff"ND(x)=0 de fM(x)+0.

@ Ha n paros, akkor f-nek szigoru lokalis szélséértéke van
Xo-ban, maximum, ha f(")(x) < 0, minimum, ha f(")(xy) > 0.

@ Ha n paratlan, akkor f-nek nincs szélsoértéke xy-ban.
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS

5.6 Szélsdértékszamitas

Globalis szélsoérték megkeresése:

@ Ha [/ korlatos és zart intervallum, és f: / — R folytonos, akkor
f-nek van globalis maximuma és minimuma /-n.

@ Ha / nem korlatos, vagy korlatos de nem zart, akkor el6fordulhat,
hogy f-nek nincs szélsbéértéke /-n.
@ Ha f: ] — R (elég sokszor) differencialhaté a korlatos és zart |/
intervallumon, akkor
o megkeressiik f lokdlis szélsbértékeit / belsd pontjaiban;
o kiszamitjuk f értékét /| végpontjaiban;
o alokalis szélséértékek és a végpontokban felvett értékek koziil a
legnagyobb adja a globalis maximum értékét, a legkisebb adja a
globalis minimum értékét.
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5. DIFFERENCIALSZAMITAS

5.7 Elaszticitas

Arra vagyunk kivancsiak, hogyan valtozik meg egy aru iranti kereslet,
ha annak ara 1 szazalékkal no.

Elaszticitas

Egy f: D— R (D c (0,0)) fliggvény xp-beli (xg € D) elaszticitasa

Ely f(x) = %f’(m,

amennyiben f'(xp) létezik.

Példaul, ha a, b pozitiv konstansok, akkor az f(x) = ax® (x > 0)
flggvény elaszticitasa

X abxb-1 = b,

El(ax?) = o
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6. KETVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
6.1 Metrika és topolégia R?-ben

Vektor hossza/normaja

Az x = (x1,X) € R? vektor hossza/normaja |x| := /X2 + x3.

A hossz/norma tulajdonsagai

Barmely x,y € R? és barmely \ € R esetén
|x|| >0, és ||x|| = 0 akkor és csakis akkor, ha x =0,
[AX]F = AT,
I+ yll < lIx]+ lIyll-
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6. KETVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
6.1 Metrika és topolégia R?-ben

Pontok tavolsaga
Az x,y € R? pontok tavolsaga d(x,y) = |x — y|.

Pont (nyilt) kérnyezete

Egy acR? pont ¢ > 0 sugaru (nyilt) kérnyezetén a
K(a,e) :={x eR?:d(x,a) = |x —a| < ¢}
halmazt értjik.

K(a,e) az a= (ay, a) pont kéruli € sugaru nyilt korlap.

hatarpontjanak fogalma, valamint a nyilt és zart halmaz fogalma a

Egy halmaz bels6 pontjanak, izolalt pontjanak, torlédasi pontjanak és
valos esethez hasonl6an definialhatok. J
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6. KETVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
6.1 Metrika és topolégia R?-ben

Sorozat R?-ben

Egy a: N — R? fiiggvényt R2-beli sorozatnak neveziink. Jeldlés:
(an)nen, ahol ap :=a(n), és ap = (ani,an), ha ne N.

| \

Konvergens sorozat R?-ben

Az R2-beli (an)nen Sorozatot konvergensnek nevezziik, ha van olyan
b € R?, hogy barmely ¢ > 0-hoz létezik olyan N(e) € R szam, hogy

llan — b|| < e amennyiben n> N(e).
A b pontot a sorozat hatarértékének (limeszének) nevezzik. Jeldlés:

ap—b ha n— oo, vagy nlim an=~>n.
— 00

Egy R2-beli sorozatot divergensnek neveziink, ha nem konvergens.

v
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6. KETVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
6.1 Metrika és topolégia R?-ben

R2-beli konvergencia = koordinatankénti konvergencia

an=(an,am) > b= (by,b2) ha n— o

akkor és csakis akkor, ha
an — b ha n— oo i=1,2 esetén.

Ez azt jelenti, hogy egy vektorsorozat akkor és csakis akkor
konvergens, ha a sorozat mindkét koordinataja konvergens, és
hatarértéke a hatarvektor megfelelé koordinataja.
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6. KETVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

6.2 Kétvaltozds figgvény hatarértéke és folytonossaga

Egy D c R? halmaz torlodasi pontjainak halmazat D’-vel jeléljik.

Kétvaltozés fliggvény hatarértéke

Legyen f: D C R?2 — R éslegyen (xo,¥) € D'. Azt mondjuk, hogy
f-nek van (véges, vagy végtelen) hatarértéke az (xg, yp) pontban, ha
van olyan a € R, bdvitett valés szam, hogy barmely olyan D-beli
(Xn, ¥n)nen sorozatra, melyre  lim (xn, yn) = (X0, Yo) €8

o
(Xn, ¥n) # (X0, Y0), teljesil a nli_>m f(xn, yn) = a egyenloség.
ac Ry-taz f fuggvény (xo,yo) pontbeli hatarértékének nevezzik,

jelolése lim f(x,y) =a, vagy f(x,y) — a ((x,y) — (X0, ¥0))-
(X.y)—(x0,¥0)
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6. KETVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

6.2 Kétvaltozds figgvény hatarértéke és folytonossaga

Atfogalmazas

Masképpen megfogalmazva: az f fliggvény értelmezési
tartomanyanak egy (xo,Yo) € D’ torlodasi pontjaban akkor és csakis
akkor lesz f hatarértéke az a € R, bovitett valos szam, ha az
értelmezési tartomanybdl barmely (xo, yo)-hoz konvergald (xn, ¥n)nen
sorozatot véve, melynek elemei (xp, yo)-tol kilonb6zdek, a
fuggvényertékek (f(xn,yn))neny SoOrozata a-hoz tart.

Hatarérték egyértelmiisége
Fliggvény hatarértéke, ha létezik, akkor egyeértelmd.

Hatarérték létezhet az (xp, yp) pontban akkor is, ha a fliggvény
nincs értelmezve a pontban, de torldédasi pontja annak (egy halmaz
torlodasi pontja ugyanis nem feltétlenll pontja a halmaznak).
A miveletek, egyenlbtlenségek és hatarérték kapcsolata most is
érvényes.
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6. KETVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
6.2 Kétvaltozds figgvény hatarértéke és folytonossaga

Flggvény folytonossaga

Az f: D c R? = R fliggvényt folytonosnak nevezzik az (xg, yo) € D
pontban, ha barmely D-beli (xo, yp)-hoz konvergald

D > (Xn, ¥n) — (X0, Y0) (n — o) sorozat esetén a fliggvényértékek
f(xn, ¥n) (n € N) sorozata az (xo, yp) pontbeli fuggvényértékhez tart,
azaz nli_)moo f(Xn, ¥n) = f(X0, Y0)-

Rdéviden: az f figgvény (xo, o) € D pontbeli folytonossaga azt jelenti,
hogy ha D > (xp, ¥n) — (X0, ¥0) (n — oo) akkor

fim £(Xn, yn) = f( lim (Xp, ¥n)) = f(xo, ¥o)-

@ Ha (xp,¥0) € DN D', akkor f folytonos (xo, yo)-ban akkor, és
csakis akkor, ha lim f(x,y) = f(x0, Yo)-

(x,y)—(X0,¥0)
@ Ha (xp,¥0) € D, de (xo,¥0) ¢ D', akkor (xo,Yo) a D izolalt
pontja, izolalt pontokban f a definicié alapjan mindig folytonos.

Hajdu Lajos (DE) Gazdasagi matematika . 1. félév 93/135

lim
n—oo




6. KETVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
6.3 Kétvaltozds figgvények differencialhatosaga

(Totalis) differencialhatosag

Az f:DcR? — R fliggvényt az (xo,¥) € D bels6 pontban
(totalisan) differencialhatonak nevezziik, ha van olyan (A, B) € R?
vektor, hogy

o H00Y) — 06, %0) = Alx = X0) — B(Y — o)
() o) 1x.%) = (0, 0)|

Az f'(xo,¥0) := (A, B) vektortaz f figgvény (xo,Yo) pontbeli
derivaltjanak nevezzlk.

=0.

GEOMETRIAI JELENTES: a flggvény f(x,y) — f(xo, ¥o) névekményét
az A(x — xo) + B(y — yo) lineéris fuggvény jol kdzeliti (xo, yo)
kdzelében; a fuggvény altal meghatarozott fellletnek (x, yp)-ban van
érint6sikja, melynek R3-beli egyenlete:

z = (X0, Yo) + A(Xx — Xo) + B(y — ya)-
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6. KETVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
6.3 Kétvaltozds figgvények differencialhatosaga

Parcialis derivalt

Az f: D c R? = R fliggvénynek az (xo, o) € D belsé pontban
létezik az x illetve y valtozdja szerinti parcialis derivaltja, ha létezik a

i T+ t0) = F(x0) (o + te) — (o)

t—0 t
véges hatarérték. Ha mindkét véges hatarérték létezik, a figgvényt
parcialisan differencialhatonak nevezziik az (xo, yo) pontban.
Jelolés: (91 f(Xo,yo), (92f(X0,y0).

illetve lim
t—0

Egyéb jeldlések: dxf(xo, ¥o), dyf(Xo0, Yo) vagy 5 (Xo. o), 55 (X0 Yo)
vagy fx(Xo, o), fy(Xo, ¥o)-
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6. KETVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
6.3 Kétvaltozds figgvények differencialhatosaga

(totalis) derivalhatosag — parcialis differencialhatésag

Legyenf: D c R?> — R. Ha f (totélisan) differencialhaté egy
(X0, Yo) € D pontban, akkor ott parcialisan is differencialhaté. Tovabba

f'(xo, o) = (91f(X0, Y0), D=f (X0, Y0))-

(totalis) differencialhatésag = folytonossag

Ha f:DCcR? - R az (xp, %) € D belsé pontban (totalisan)
differencialhato, akkor f folytonos (xo, yo)-ban.

parcialis derivalt folytonossaga — (totalis) differencialhatosag

Haaz f: D c R? — R fiiggvénynek az (xo, ¥o) € D belsé pont egy
kérnyezetében folytonos parcialis derivaltjai vannak, akkor f az
(X0, Yo) pontban (totalisan) differencialhato.

v
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6. KETVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
6.4 Magasabbrend(i parcialis derivaltak

Magasabbrendii parcialis derivaltak

Tegylik fel, hogy az f: D c R> - R fliggvénynek az (xg, yo) € D
belsd pont egy kdrnyezetében létezik az i-edik valtozé szerinti 0;f
parcialis derivaltja. Ha ez parcialisan differencialhaté a j-edik valtozo
szerint, Ugy a derivalast elvégezve kapjuk a

9j0if(X0, Yo) := 0(9if(x0))
masodik parcialis derivaltjat f-nek az (xo, o) pontban az j-edik
és j-edik valtozok szerint (ebben a sorrendben!).
Hasonléan értelmezhetjik a harmadrend(, negyedrend( stb. parcialis
derivaltakat is.
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6. KETVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

6.4 Magasabbrendi parcialis derivaltak

Példa. Szamitsuk ki az

f:R2 >R, f(x,y) := x? + y?e¥
fliggvény dsszes elsd- és masodrendi parcialis derivaltjat, és
hasonlitsuk 6ssze a 0102f(x,y) és 0.01f(x,y) vegyes derivaltakat.

Young tétel: a vegyes parcialis derivaltak figgetlensége

a derivalas sorrendjétol

Haaz f: D c R? — R fiiggvénynek az (X, ¥o) € D belsé pont egy
kdrnyezetében valamely m > 2 esetén az 6sszes m-edik parcialis
derivaltja létezik és az (xg, yp) pontban azok folytonosak, akkor az f
figgvény m-edik parcialis derivaltjai az (xo, yo) pontban a
differencialas sorrendjétél fiiggetlenek.
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6. KETVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

6.5 Kétvaltozds fliggvények szélsdértéke

Az f: D c R? — R fliggvénynek az (xg, yo) € D pontban
@ lokalis/helyi maximuma (minimuma) van, ha 3¢ > 0:

f(X07y0) > f(X7.y) (f(X07y0) < f(Xay)) v(X?.y) S K((X07y0)7€) NnD.
@ szigoru lokalis/helyi maximuma (minimuma) van, ha 3¢ > 0:
f(x0, ¥0) > f(x,y) (f(X0, o) < f(x,y)) V(x,y) € K((X0,}0),€) N D,

(x,y) # (X0, Yo)-
@ globalis/abszolut maximuma (minimuma) van, ha

f(x0. ¥0) = f(x,¥) (f(x0.¥0) < f(x,¥)) V(x,y) € D.
@ szigoru globalis/abszolut maximuma (minimuma) van, ha

f(x0,¥0) > f(x,y) (f(x0,¥0) < f(x,y)) Yx €D, (x,¥)# (X0, Yo)-

V.
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6. KETVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
6.5 Kétvaltozds fliggvények szélsdértéke

A szélsOérték létezésének elegendo feltétele

Korlatos, zart halmazon folytonos fliiggvény felveszi a fliggvényértékek
infimumat és szuprémumat fliggvényértékkent, ami azt jelenti, hogy a
fliggvénynek van minimuma és maximuma (az illeté korlatos, zart
halmazon).

A szélsbérték létezésének sziikséges feltétele

Haaz f: D c R? = R fiiggvénynek az (xo, ¥o) € D belsé pontban
lokalis szélsbértéke van, és léteznek f elsé parcialis derivaltjai
(X0, Yo)-ban, akkor

01f(x0, ¥0) = 02f(x0, ¥o) = 0.

(E feltételnek eleget tevd (xo, yo) pontokat az f fliggvény
stacionarius pontjainak nevezz(k.)
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6. KETVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
6.5 Kétvaltozds fliggvények szélsdértéke

Kétvaltozoés fliggvény szélsdérteke

Tegyiik fel, hogy az f: D ¢ R> - R &sszes masodik parcidlis
derivaltja folytonos az (xo, ¥o) € D belsé pont egy kérnyezetében,

tovabba d1f(x0, Yo) = dof (X0, Yo) = O.

Legyen A1 = 0104 f(Xo,yo) >0,
Az = 0101f(X0, Y0)9202f(X0, Yo) — 0102f(X0, Y0)0201f(X0, Yo)-
@ HaA; >0, A > 0, akkor f-nek szigoru lokalis minimuma van
(X0, Y0)-ban,
@ ha Ay <0, As >0, akkor f-nek szigoru lokalis maximuma van
(X0, ¥o)-ban,
© ha A, < 0, akkor f-nek nincs szélsoértéke (xq, yo)-ban.
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Példa.
f:R2 - R, f(x,y):=x3+y>—3xy

lokalis szélsbértékeinek meghatarozasa.
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7. HATAROZATLAN INTEGRAL
7.1 Definicié és alapintegralok

Primitiv flggvény

Legyen f: 1 — R adott figgvény (/ C R egy intervallum).
A F:]— R figgvenytaz f flggvény primitiv fliggvényének
nevezzik /-n, ha F differencialhatd I-n, és F'(x) = f(x) (x € I).

Ha F az f fliggveény primitiv fiiggvénye I-n, akkor

@ barmely c € R esetén G(x) = F(x)+c (x € 1) is primitiv
fliggvénye f-nek I-n;

@ [-n f minden primitiv fliggvénye F(x)+ c alaku, ahol c € R.
Hatarozatlan integral

Egy f fliggvény Osszes primitiv fliggvényeinek halmazat f
hatarozatlan integraljanak nevezziik, melynek jel6lése:

/f = /f(x) dx ={F(x)+c:ceR, F az f egy primitiv figgvénye},
egyszerlibben: [f(x)dx = F(x)+c (c € R).
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7. HATAROZATLAN INTEGRAL
7.1 Definicié és alapintegralok

Alapintegralok

/exdx:ex+c R-en

X
/a"dx:l‘:—aJrc R-en, ahol 1 #£a>0

Xa+1
/xo‘ dx = +c¢  (0,00)-en,ahol —1#acR

1 S
/;dx =In|x|+c (—00,0)-an, illetve (0, c0)-en

Xn+1
/x”dx: +c R-en, ahol n=0,1,...
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7. HATAROZATLAN INTEGRAL

7.1 Definicié és alapintegralok

Alapintegralok

/sinxdx:—cosx+c R-en

/cosxdx:sinx+c R-en

1 s s
/Coszxdx—tngrc :|k7T—§,k7T+§ -n, KeZ

/_12 dx =—ctgx+c |km,(k+1)n[-n, K€ Z
sin“ x

/;dx:arcsinXJrc ]—1,1[-en
1—x2

1
——dx=arctgx + ¢ R-en
/ 1+ x2 gx+
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7. HATAROZATLAN INTEGRAL

7.2 Integralasi szabalyok

Ha f-nek és g-nek van primitiv figgvénye I-n, akkor f + g-nek és
barmely ¢ € R esetén c- f-nekis van I-n, és

/(f+g):/f+/g, /(cf):c/f.

Parcialis integralas

Ha f és g differencialhatok és fg'-nek van primitiv flggvénye I-n,
akkor f'g-nek is van primitiv figgvénye I-n, és

/f’g:fg—/fg’.
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7. HATAROZATLAN INTEGRAL

7.2 Integralasi szabalyok

Helyettesitéses integralas

Ha f-nek van primitiv figgvénye I-n, g:J — | differencialhato a J
intervallumon, akkor (f o g) - @’-nek is van primitiv figgvénye J-n, és

/(fog>-g'= (/f)og,

vagyis

Maskeéppen: ha f: /| - R és g:J — [ differencialhatok a J
intervallumon, g'(x) #0 (x € J) és (fog) - g'-nek van primitiv
flggvénye, akkor f-nek is van primitiv figgvénye I-n, és

/f—/((fog)-g’)og‘1,
/f(x)dx:/f(g(u))g’(u)du}u_g1(X).

vagyis
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7. HATAROZATLAN INTEGRAL

7.2 Integralasi szabalyok

Példaul:

a+1 g/
Jod=TLsve @z [S-mpg+e

amibdl példaul

cos x)’
/tgxdx:—/( )dx:—ln]cosx|+c
COS X

a }kw km + 2[ (k € Z) intervallumokon,

in x)’ .
/ctgxdx:—/(SI. X) dx = —In|sinx|+c
sin x

27

a Jkn,(k+1)r[ (k € Z) intervallumokon.
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7. HATAROZATLAN INTEGRAL
7.2 Integralasi szabalyok

Linearis helyettesités
Ha f primitiv figgvénye F, és a+ 0, b e R, akkor

/ f(ax + b) dx — % / F(U) duly_ayrp = %F(ax 1 b)+e
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7. HATAROZATLAN INTEGRAL
7.2 Integralasi szabalyok

Tovabbi alapintegralok (a > 0)

1 X
———dx =arcsin=+c¢ x| <a
| == “+o (x| < a)
1
_ B 23
/\/mdx _In‘x+ x+a‘+c, (x e R),
1
. — Z_ .2
/mdx _In‘x+\/x a‘+c, (Ix] > a),
1 1 X
/mdx —éarctgg—FC, (XGR),
/ U g = Lin(x=2. ¢ (|x| > a, vagy |x| < a)
X2 — a2 2a |x+a ’ > Vagy ’
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7. HATAROZATLAN INTEGRAL

7.3 Elemien integralhato fliggvények osztalyai

Elemien integralhaté6 fliggvény

Egy fiiggvényt elemien integralhatonak neveziink, ha primitiv

flggvénye elemi fliggvény. )

Parcialisan integralhato fliggvények

Ha P(x) = apx"+ an_1x"'+---+ ayx + a (ao,ai,...,an € R)

polinom, akkor parcialisan integralhato
P(x)e* : f'(x) = X, (x) = P(x) valasztassal,
P(x)sinx : f'(x) =sinx, g(x)= P(x) valasztassal,
P(x)cos x : f'(x) =cosx, g(x)= P(x) vélasztassal,
P(x)In x f'(x)=P(x), g(x)=Inx valasztassal,
P(x)arcsin x : f'(x) = P(x), g(x)=arcsinx valasztassal,
P(x)arctg x f'(x) = P(x), g(x)=arctgx valasztassal.
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8. HATAROZOTT INTEGRAL

8.1 Az integral definicioja és alaptulajdonsagai

Intervallum felosztasa

Legyen [a, b] C R egy zart intervallum.

@A P={x;:a=xo<x1<---<xp,=>b} (neN) ponthalmazt az
[a, b] intervallum egy felosztasanak nevezzik,

@ x; az j-edik osztopont,
@ [xi_1,X] az i-edik intervallum,
@ X; — x;_1 az i-edik intervallum hossza,

@ a |P|:= max (X — xj_1) szam a P felosztas finomsaga.
<i<n
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8. HATAROZOTT INTEGRAL
8.1 Az integral definicioja és alaptulajdonsagai

Integralkdzelitd 6sszeg

Legyen f: [a, b] -+ R egy korlatos nggvény, P az [a,b] egy

felosztasa, t € [xj_1,%] (i=1,...,n) kézbensd pontok. Az
s(f, P, t) == Zf ) (X — Xi_1)
Osszeget az f fliggvény P felosztashoz ésa t=(t,...,t)

kdzbensd pontrendszerhez tartozé integralkozelitéo 6sszegének
nevezzuik.

Az s(f,P,t) 6sszeg geometriai jelentése:

a felosztas és a kdzbensd pontok altal meghatarozott téglalapok
terliletének (elbjeles) 6sszege, ami annal jobban kozeliti a gérbe alatti
(eldjeles) terlletet, minél finomabb a felosztas.
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8. HATAROZOTT INTEGRAL
8.1 Az integral definicioja és alaptulajdonsagai

Riemann integralhatésag és Riemann integral

Az f:[a,b] — R korlatos fiiggvényt Riemann integralhatonak
nevezzUk [a, b]-n, ha van olyan Z € R szam, hogy barmely
e > 0-hoz létezik olyan 4(e), hogy

|s(f,P,t) —Z| < e
ha ||P|| <d(e) és t=(t,...,tn) tetszbleges k6zbensd pontrendszer.
Az 7 szamotaz f fuggveny [a, b]-n vett Rlemann integraljanak

nevezzik, melynek jeldlése ff x)dx vagy ff
a

b
Az [ f(x)dx geometriai jelentése:

a
az x=a, x=>b, y =0 egyenesek és az y = f(x) fuggvénygbrbe
altal meghatarozott sikidom eldjeles teriilete (az x tengely alatti
részt az integral negativ elojellel szamolja).
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8. HATAROZOTT INTEGRAL

8.1 Az integral definicioja és alaptulajdonsagai

Az [a, b]-n Riemann integralhato fliggvények osztalyat R |[a, b] jeI6Ii.J

Az integral alaptulajdonsagai

Ha f,g:[a,b] = R, f,g € Rla,b], akkor barmely c € R és barmely
a<d< b mellett X 5 i
f+geRlab], és /(f+g):/f+/g,
a a a
b b
c-feRla b, es /(c-f):c-/f,
a a
b d b
feRlad], feRldb, és /f:/f+/f,
a a d
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8. HATAROZOTT INTEGRAL

8.1 Az integral definicioja és alaptulajdonsagai

Az integral és a rendezés kapcsolata

Ha f,g:[a,b] = R, f,ge€ R|a,b] és f(x) <g(x) (x €[a,b]), akkor
b b

a/fga/g.

Az integralszamitas kb6zépértéktétele

Ha f:[a,b] —» R, fe€ R[a,b], akkor m(b— a) g/ng(b—a),

m:= inf f(x), M := sup f(x).

x€la,b] x€(a,b]

ahol
b

sl
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8. HATAROZOTT INTEGRAL
8.1 Az integral definicioja és alaptulajdonsagai

Az integralhatosag elegendo feltétele
Egy pontsorozat kivételével folytonos fliggvény Riemann integralhato.

Az integral és az abszolut érték kapcsolata
Ha f:[ab] - R, fe R[ab], akkor |f| € R[a,b], és

/abf(x)dx < /:|f(x)|dx.
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8. HATAROZOTT INTEGRAL

8.2 Az integral kiszamitasa, Newton-Leibniz formula

Tertletmérd fliggvény

Legyen f € R[a, b], akkor a
T(x) = /X f(tydt  (x € [a b])

fuggvényt f teriiletméro fliggvényének nevezziik.

A terliletmérd fliggvény tulajdonsagai

Ha fe R[a,b] és T az f teriletmerd fiiggvénye, akkor

@ T folytonos |a, b]-n,

@ ha f folytonos xp € [a, b]-ben, akkor T differencialhaté xq-ban,
és T'(xg) = f(x0)-

Folytonos fliggvény primitiv fliggvénye

Minden folytonos fliggvénynek van primitiv fliggvénye, mégpedig a
terdletmeéré fliiggvénye.

v
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8. HATAROZOTT INTEGRAL
8.2 Az integral kiszamitasa, Newton-Leibniz formula

Newton-Leibniz formula

Tegytik fel, hogy f: [a,b] — R folytonos |[a, b]-n, és F :[a,b] —» R az
f egy primitiv fliggvénye |a, b]-n, akkor

b

/ﬂnu:wmg:ﬂm—ﬂa

a

A Newton-Leibniz formula akkor is érvényes, ha f € R|a, b],
F :[a,b] — R folytonos [a,b]-n, és F'(x) = f(x) (x €]a,b]).
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8. HATAROZOTT INTEGRAL

8.2 Az integral kiszamitasa, Newton-Leibniz formula

Parcialis integralas hatarozott integralra
Ha f,g:[a, b] — R folytonosan differencialhatok |[a, b]-n, akkor

b b
/ F(x)g(x) dx = [F(x)g(x)]2 - / F(x)g(x) dx,

ahol [f(x)g(x)13 := f(b)g(b) — f(a)g(a)-

Helyettesitéses integralas hatarozott integralra

Ha g :[a, b] — [c,d] folytonosan differencialhato |a, b]-n és
f:lc,d] - R folytonos [c, d]-n, akkor

/ £(9(x))g'(x) dx = 7b)f(u)du

9(a)

v
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8. HATAROZOTT INTEGRAL

8.3 Az integral néhany k6zgazdasagtani alkalmazasa

Olajkitermelés

A t = 0 idopillanatban kezdjlk el kitermelni az olajat egy olyan kutbdl,
amely K hordd6 olajat taralmaz. Jel6lje x(t) a t-edik idépont utan
megmaradod olaj mennyiségét, u(t) pedig a kitermelés sebességét a t
idépontban. Feltéve, hogy x(t) differencialhato, x'(t) = —u(t) és

x(0) = K adodik. Innen

t t
/—u(t)dt:x(t)—x(O), azaz x(1) = K—/u(t)dt.
0 0

Specialisan, ha u(t) = up konstans, akkor x(t) = K — upt, azaz a kut
t = K/up id6 utéan merdl ki.
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8. HATAROZOTT INTEGRAL

8.3 Az integral néhany k6zgazdasagtani alkalmazasa

Valutatartalék

Jelblje F(t) egy orszag devizakészletét a t idopontban. Ha F
differencialhato, akkor az idéegység alatti devizakészlet-valtozast az
f(t) = F'(t) fuggvény irja le.

Ha f(t) > 0, akkor az adott pillanatban devizabearamlas térténik az
orszagba, mig f(t) < 0 esetén devizakiaramlas.

A Newton-Leibniz formula alapjan

F(t) — F(ty) = /f

Ez a formula megadja a [y, #1] iddintervallumban a devizakészletben
tortént valtozast.

V.
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8. HATAROZOTT INTEGRAL
8.4 Improprius integral

Integral végtelen intervallumokon

Legyen f:] —oo,b] = R, be R, éstegylk fel, hogy minden t < b
mellett f € R[t, b], akkor

/_:f(x X = I|m /f

felteve hogy a jobboldali hatarérték véges. Ekkor azt mondjuk, hogy
az f x)dx improprius integral konvergens, ellenkez6 esetben
(amlkor a jObb0|da|I hatarérték nem létezik, vagy létezik de végtelen)
divergens.
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8. HATAROZOTT INTEGRAL
8.4 Improprius integral

Integral végtelen intervallumokon

Legyen f:]a,c[— R, a€ R, és tegyuk fel, hogy minden a < ¢
mellett f € R[a, t], akkor

/ f(x)dx := lim / f(x
a t—o0

feltéve, hogy a jobboldali hatarérték véges. Ekkor azt mondjuk, hogy
az [, f(x)dx improprius integral konvergens, ellenkez6 esetben
(amikor a jobboldali hatarérték nem létezik, vagy létezik de végtelen)
divergens.
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8. HATAROZOTT INTEGRAL
8.4 Improprius integral

Integral végtelen intervallumokon

Legyen f:] — oo,00[— R, és tegyik fel, hogy minden s <t mellett
f € R[s, t], akkor tetszdleges ¢ € R esetén

/Zf(x)dx - /; f(x)dx+/coof(x)dx
:sﬂrpoo/scf(x dx + I|m / f(x

feltéve, hogy mindkét jobboldali hatarérték véges. Ekkor azt mondjuk,
hogy az [*_f(x)dx improprius integral konvergens, ellenkezd
esetben (amikor valamelyik jobboldali hatarérték nem létezik, vagy
létezik de végtelen) divergens.
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8. HATAROZOTT INTEGRAL
8.4 Improprius integral

Nem korlatos figgvények integralasa

Legyen f:[a,b] = R, a,be R, éstegylk fel, hogy f nem korlatos
[a, b]-n, de minden a <t < b mellett f € R[t, b], (igy f korlatos

[, b]-n!), akkor
b b
/a f(x)dx := t—llraT:Ii-O/t f(x)dx,

feltéve, hogy a jobboldali hatarérték véges. Ekkor azt mondjuk, hogy
az | : f(x)dx improprius integral konvergens, ellenkez6 esetben
(amikor a jobboldali hatarérték nem létezik, vagy |étezik de végtelen)
divergens.
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8. HATAROZOTT INTEGRAL
8.4 Improprius integral

Nem korlatos figgvények integralasa

Legyen f:[a,b] = R, a,be R, éstegylk fel, hogy f nem korlatos
[a, b]-n, de minden a <t < b mellett f € R[a, ], (igy f korlatos

[a, t]-n!), akkor
b
/f(x)dx:_ lim /f

feltéve, hogy a jobboldali hatarérték véges. Ekkor azt mondjuk, hogy
az | : f(x)dx improprius integral konvergens, ellenkez6 esetben
(amikor a jobboldali hatarérték nem létezik, vagy |étezik de végtelen)
divergens.
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8. HATAROZOTT INTEGRAL
8.4 Improprius integral

Nem korlatos fliggvények integralasa

Legyen f:[a,b] = R, a,be R, éstegylk fel, hogy f nem korlatos
[a, b]-n, de van olyan c <]a, b[, hogy minden a<s<c<t<b
mellett f € R[a,s] és f < R[t,b], (igy f korlatos [a, s]-n és

[t, b]-n, de nem korlatos a ¢ pont egy kérnyezetében!), akkor

/ab f(x)dx := /ac f(x)dx + /Cb f(x)dx

s b

= lim / f(x)dx + lim / f(x) dx,
s—c—0 /4 t—c+0 Jt

feltéve, hogy mindkét jobboldali hatarérték véges. Ekkor azt mondjuk,

hogy az |. ab f(x)dx improprius integral konvergens, ellenkezd esetben

(amikor valamelyik jobboldali hatarérték nem létezik, vagy létezik de

végtelen) divergens.

V.
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8. HATAROZOTT INTEGRAL

8.4 Improprius integral

A Riemann integral (beleértve az improprius integralt is) értéke
nem valtozik, ha a fliiggvény értékét véges sok pontban
megvaltoztatjuk.

Ezért a nem korlatos fliggvények (improprius) integraljanak pl. az els6
definiciéjaban (amikor f az a végpont egy kérnyezetében nem
korlatos) mindegy, hogy a kiindulé f fliggvény az a pontban
definialva van vagy sem, mert utébbi esetben f(a)-t tetszdlegesen
értelmezve az integral nem valtozik.

Mindharom definicié esetében feltételeztik, hogy f értelmezve van
abban a pontban, melynek kérnyezetében f nem korlatos.
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8. HATAROZOTT INTEGRAL

8.5 Kettds integral

Téglalap felosztasa

Legyen D = [a,b] x [c,d] C R? egy zart téglalap, és
Py={xi:a=xo<xy << Xxm= b},
Py={yj:c=yo<y1 < <ya=d}

az [a,b] és [c,d] intervallumok felosztasai.

@A P:=PxP,={(x,y)):i=0,1,....m; j=0,1,...,n}
(n € N) ponthalmazta D téglalap egy felosztasanak nevezzik,
® Djji=[x—1,%] % [yj1.y] (i=1,....,m; j=1,....n) a
felosztas téglalapjai,

@ a |lP|:= max \/x-—x-, 2+ (yi—Yj—1)® szdma P
1Pl = max 3 Jo =X+ (= ¥ir)
felosztas finomsaga (a D;; téglalapok atl6i hosszanak a

maximuma).

130/135
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8. HATAROZOTT INTEGRAL
8.5 Kettds integral

Integralkdzelitd 6sszeg

Legyen f: D — R egy korlatos fliggvény a D téglalapon, P a D
egy felosztasa, (s;,t) e D;; (i=1,...,m;j=1,...,n) kézbensd
pontok, v = ((s1,t),(S1.t2),...,(Sm, ta)) akdzbensd pontok
rendszere/vektora. Az

s(f, P, v) ZZf si, &, )m(D; )

i=1 j=1

6sszeget, ahol m(D; ;) := (xi — xi—1)(¥; — ¥j—1) a D;; téglalap
terlilete (mértéke), az f fluggvény P felosztashoz és a v kdzbensd
pontrendszerhez tartozo integralkozelitdo 6sszegének nevezziik.

Az s(f,P,v) 0sszeg geometriai jelentése: a felosztas és a
kbzbenso értékek altal meghatarozott hasabok térfogatanak (eldjeles)
0sszege, ami annal jobban kozeliti az f altal meghatarozott felllet
alatti (elojeles) térfogatot, minél finomabb a felosztas.
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8. HATAROZOTT INTEGRAL
8.5 Kettds integral

Kettdés Riemann integral téglalapon

Az f: D — R korlatos figgvényt Riemann integralhatonak nevezziik
a D téglalapon, ha van olyan Z € R szam, hogy barmely e > 0-hoz
létezik olyan d(¢), hogy

|s(f,P,v)—I|<e
ha ||P|| < d(e) és v =((s1,t),(S1.t),...,(Sm 1)) tetszbleges
kdzbensd pontrendszer. Az 7 szamot az f flggvény D-n vett
Riemann integraljanak nevezzik, melynek jelélése [[ f(x,y)dxdy.

D

v

Az [[f(x,y)dxdy geometriai jelentése:az x =a, x=b, y =c,
D

y=d, z=0 sikok ésa z = f(x,y) felllet altal meghatarozott idom
elojeles térfogata (a z = 0 sik alatti részt az integral negativ
elojellel szamolja).
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8. HATAROZOTT INTEGRAL
8.5 KettOs integral téglalapon

Kettds integral kiszamitasa

Legyen f: D — R folytonosa D = [a, b] x [c,d] téglalapon. Ekkor f
integralhaté D-n, és

b d
/D/f(x,y)dxdy:/a (/C f(x,y)dy> dx
//f(x,y)dxdy:/cd (/abf(x,y)dx> dy

vagy

D

Tehat a kettds integral kiszamitasa ismetelt (iteralt, szukcessziv)
integralassal torténik, a sorrend (az hogy elészor x szerint
masodszor y szerint integralunk, vagy forditva) nem szamit.
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8. HATAROZOTT INTEGRAL
8.5 Kettds integral

Els6faju normaltartomany
Az x =a, x =b egyenesek ésaz y = p1(x), y = v2(x) (x € [a, b])
gorbék altal hatarolt

D:={(x,y):a<x<b, p1(x) <y < ¢2(x)},
tartomany, ahol ¢+, > : [a,b] — R adott folytonos fliggvények Ggy,
hogy ¢1(x) < @2(x) ha x € [a, b]).

Kettds Riemann integral els6faju normaltartomanyon
Ha f: D — R folytonosa D els6faju normaltartomanyon, akkor

// f(x,y)dxdy := /ab (/:(2(:) f(x,y) dy) dx.
5 1(x

Hajdu Lajos (DE) Gazdasagi matematika . 1. félév 134 /135



8. HATAROZOTT INTEGRAL
8.5 Kettds integral

Masodfaju normaltartomany

Az y=c, y=d egyenesekésaz x =i(y), x=1v2(y) (y €[c.d])
gorbék altal hatarolt

D:={(x,y):c<y<d, ¥1(y) <x<2(y)},
tartomany, ahol 4,» : [c,d] — R adott folytonos fliggvények ugy,
hogy v1(y) < ¢2(y) ha y € [c,d)).

Kettds Riemann integral masodfaju normaltartomanyon
Ha f: D — R folytonos a D masodfaju normaltartoméanyon, akkor

d Ya(y)
/ f(x,y)dxdy ::/ / f(x,y)dx | dy.
5 c Y1(y)
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