DEBRECENI EGYETEM, INFORMATIKAI KAR

Feladatok a Gazdasagi matematika II. targy gyakorlataihoz
Linearis algebra

& a megolddsra ajanlott feladatokat jeloli, e feladatokat a félév végére megoldottnak tekintjiik
% a nehezebb feladatokat jeloli

Az R"™ vektortér

(1) Legyen a = (-3, 4, 2), b = (5,0, —4), ¢ = (2,7, 8). Hatdrozzuk meg az a —3b+ ¢, 3a + b —
2¢, ba + 4b — 6¢ vektorokat.

(2) & Legyen 4(z, y, 2) +5(—1, 2, 4) = (-1, 8, 32). Hatdrozzuk meg az (z, y, z) vektort.
(3) Linedrisan fiiggetlenek-e a (2, 3) és az (5, 4) vektorok?

(4) Igazoljuk, hogy az ay, as, as vektorok bézist alkotnak R3-ban. Szamoljuk ki az = vektor koor-
dinétéit ebben a bazisban, ha a1 = (2, —1, 3), a2 = (1, 4, =2), a3 = (-1, 0, 2), =z = (1, =1, 0).

(5) Bézist alkotnak-e R3-ban az aj, ag, ag vektorok. Ha igen, akkor szdmoljuk ki az z vektor ko-
ordindtdit ebben a bdzisban, ha a3 = (1, 1, 1), as = (1, 1, 2), a3 = (1, 2, 3), =z = (6, 9, 14).

(6) & Szamoljuk ki az a vektor hosszét, az a és b vektorok skaldris szorzatdt, és az dltaluk bezért
szoget, ha
(a) da=(2,-1,4), b= (3,5, 2);
(b) a=(1,0,7), b=(0, =2, 6);
() a=(3,4,1), b=(-2,2,6).

(7) Hatdrozzuk meg a kovetkezd vektorok altal generdlt altér egy bézisat és dimenzidjat

a1 = (2,1,3, *)

az = (-1,1,-3,1)
as = (4,5,3, 1)

aqg = (1,5,-3,1).

(8) Alteret alkotnak-e az R® vektortérben a megadott részhalmazok? Ha igen, akkor hany di-
menzidsak?

={(v1, 22,23, 24,75) | T1 =15, T2 =23 }

L={(x1,22,23,24,25) | 21 — 22+ 23 —24+25=0}

L ={(x1,22,253,24,25) | ©; =2k pdrosszém ke€Z, i=1,2,..,5}

L {(.Tl X2,T3,T4, T 5) ‘ .1?1,1‘56@}

L={(z1,22,73,74,25) | 23 +25+2%=0}



Matrixok és determinansok

(9) & Szémitsa ki az AB, BA, AC, ABC, ADF, DF,G?, 3G? — 2G + 5G° matrixokat, ha

12 ~1 0 2 0
(i) (W) e=(03)

9 1 -2 3
D:(éé}), F=| 1 |, G=12 -4 1
0 3 -5 2

(10) Hatdrozza meg az AX, X | A métrixokat, ha

3 7 5 1 0
A=11 -1 4 | é(a) X=(01], (b)) X=1]1
2 1 8 0 1

(11) Legyen

Hatarozzuk meg az A™ métrixot!

(12) Legyen

2 -2 —4
A=|-1 3 4
1 -2 -3

Mutassuk meg, hogy A2 = A!

(13) & Hatédrozzuk meg az Gsszes olyan X 2x2-es métrixot, melyre AX = X A, ha
1 2
A= (2 3) .

(14) & Az elsd évben hdrom cég A, B és C piaci részesedései rendre 20, 60, 20%. A mésodik évben
ez a kovetkezOképpen véltozik: A fogyasztdinak 85%-a néla maradt, 5%-a B-hez, 10%-a C-hez
keriil, B fogyasztéinak 55%-a néla marad, 10%-a A-hoz, 35%-a C-hez keriil, mig C fogyasztéinak
85%-a nala marad, 10%-a A-hoz, 5%-a B-hez keriil. Irjuk fel a piaci részesedés-vektort, és jeldljiik
azt s € R3*1el. Tekintsiik a

0,85 0,10 0,10
T=1{005 055 005
0,10 0,35 0,85

matrixot. Szamoljuk ki a T's vektort, mutassuk meg, hogy az éppen masodik év piaci részesedés
vektora. Hogyan értelmezhetd a T?s := T(Ts) vektor?

(15) Az els6 évben hdrom cég A, B és C piaci részesedései rendre 15, 40, 45%. A mésodik évben
ez a kovetkez8képpen valtozik: A fogyasztéinak 75%-a néla maradt, 15%-a B-hez, 10%-a C-hez
keriil, B fogyasztdinak 90%-a néla marad, 5%-a A-hoz, 5%-a C-hez keriil, mig C fogyasztéinak
65%-a nala marad, 30%-a A-hoz, 5%-a B-hez keriil. Legyen a piaci részesedés-vektora s € R3*1,

Hatdrozza meg a T € R3*3 matrixot gy, hogy, T's éppen méasodik év piaci részesedés vektora
legyen!



(16)

(17)

3

& Egy cég 3 raktarban 4 féle terméket tarol. Az aldbbi tablazat mutatja a tarolt mennyiségeket,
az egyes termékek egységdrait, a raktarozas koltségét, valamint a raktar befogadd képességét.

T1 | T2 | T3 | T4 | koltség (Ft/db) | Kapacitas
R1 10 4 10 | 5 200 30
R2 3 5 0 | 15 300 25
R3 15 9 10 | 40 150 80
Egys.ar(Ft/db) | 200 | 100 | 300 | 50

Vilaszoljunk matrixmiiveletekkel az aldbbi kérdésekre!
(a) Hény darabot tdrolnak az egyes termékekbol?
(b) Mekkora az egyes raktdrak szabad kapacitdsa?
(¢) Mennyi az egyes termékek raktdrozési koltsége?

)

(d) Mekkora értéket tarolnak az egyes raktérak?

Egy cég 4-féle terméket allit el§, melyhez 3-féle alapanyag sziikséges. Az aldbbi tablazat mu-
tatja, hogy melyik termék el6allitasahoz hany egység sziikséges az egyes alapanyagokbdl, tovabba
tartalmazza a tablazat az egyes alapanyagok arat, valamint a kész termékek eladési arat.

T1 | T2 | T3 | T4 | koltség (Ft/db)
Al 1125 |1 100
A2 12 200
A3 2 | 3|5 | 4 300
Egys.ar(Ft/db) | 400 | 600 | 500 | 400

Az egyes termékekbol rendre 10, 20, 30, 40 darabot allitunk elé. Valaszoljunk matrixmiiveletekkel
az aldbbi kérdésekre!

(a) Mennyi az egyes termékek el8allitasi koltsége?
(b) Mennyi a cég bevétele?
(¢) Mennyi a haszon az egyes termékeken?

(d) Mennyi az 6sszhaszon (profit)?

Egy tizemben importbdl beszerzett 5-féle alkatrészbol 4-fajta végterméket szerelnek Gssze. Egy
megfigyelt idészakban a V; termékbol 50, a V5 termékbdl 70, a V3 termékbdl 32, a V termékbdl
20 egységet allitanak el6. Az egyes termékek fajlagos alkatrész-sziikségletét a kovetkezd téabldzat
mutatja:

A1 | As | As | Ay | A5
Vil1 |02 ]3]|1
Vol O 211|310
Vs| 0| 32|13
Val 1 | 5] 3] 21|35

Az egyes alkatrészek beszerzési ara 3;2,5;1;4;2 ezer Ft/darab. Vélaszoljunk métrixmiiveletek
felhasznaldsaval az alabbi kérdésekre:

(a) Mekkora a termékek fajlagos alkatrészkoltsége?
(b) Az egyes alkatrészekbdl hany darabot kell importalni?

(c) Mennyi a teljes importkdltség?



(19) Szamitsa ki a kovetkezd determindnsok értékét:

1 1 1
a) 1 2], b)
1 3 1
0 0 5 1
0 0 6 2
1 2 3 4

01 2
1 01
2 10
3 2 1
1 2
3 4
5 6
31 23

(20) A kifejtési tétel alkalmazdsdval szdmitsa ki a kovetkez6 determindnsok értékét:

a) b)

QL O o
—_ O
_ O = =
O~ =

3

2
-8
—11

N Ut = =
N O =

O e

(21) Hatarozza meg az A matrix determindnsat, ha az A métrix a,; eleme

a)
b)

aij = min(ia j))

aij = max(i,j).
(22) & Hatédrozzuk meg az x valdés szdmot tigy, hogy

z 1 3
a) |2 -1 4| =0,
1 5 =z

iZ?2

b) 2z

teljesiiljon.

(23) 1rja fel & polinomjaként az alabbi determindnsokat:

1
1 1 2 3 1
1 2-22 2 3 1
2) 2 3 1 6 | P ,
2 3 1 9-—22 :
1
(24) & Hatdrozza meg z-et, ha
1 1 1 1
1 1—-=2 1 1
1 1 2—x 1
1 1 1 3—x

2 —1
;=0
2 3

r+1 3
2 z+1
2 3
=0.

(25) Mutassa meg kizérdlag sorok (vagy oszlopok) egymdésbdl valé kivondsdval, hogy

12 22 32 42
22 32 42 52
32 42 52 62
42 52 62 72

=0.

(26) Mikor invertdlhaté az ( (Cl Z ) matrix? Hogyan szamithatjuk ki az inverzét?



(27) Invertdlhatok-e az aldbbi métrixok, és ha igen, hatdrozza meg az inverziiket!

1 1 2
2) & (2 “6‘) b (o011,
1 1 3

-2 5 1
1 1 -1 -1

c) 3 -1 4 |, d) 1 -1 1 -1 |
2 07 1 -1 -1 1
A
e) 3 4 -2 |, f) 3 9 _1 9
3 -2 4 2 -3 2 1

(28) Mennyi az A métrix rangja? Adja meg a sorvektorai altal generalt altér egy bazisét!

L1 1 -2 0
& A=, . 1 | by A= 4 5 6
7T -1 6

1 -1 -1 1

(29) Milyen \ értékek mellett invertdlhaték az aldbbi métrixok:

1 1 2 1 A =12 1 A 0
a) 3 -1 X |, b) & -2 =3 A, c) A0 1
1 -1 -1 1 2 6 0 1 %
(30) & Mutassa meg, hogy az
1 2 3
A= 1 3 -2
2 4 7
métrix invertdlhaté, és hatdrozza meg az A - X = B egyenlet 6sszes X € R**3 megoldasét, ha
4 7 1
B=| -14 8 -5
11 14 3

(31) & Hatéarozza meg az A métrix sajatétékeit és sajatvektorait, ahol

2 -1 -1
a)A=<f§), b) A= 0 -1 0
0 2 1

Linearis egyenletrendszerek

(32) Oldja meg Gauss eliminéciéval az aldbbi linedris homogén egyenletrendszereket:

8I1 —|—2JC2 —|—9933 —|—5l‘4 = O 21‘1 +I2 —41‘3 = 0

& 4x +x9 +3x3 +x4 = 0, 3xy +bry —Txrs = 0,
8r1 +2x9 +5x3 +x4 = 0 4ry —bxy —-6z3 = 0
3r1 +x2 +x3= 0 97 +2lze —-1bz3 +bzy = 0

r1 +x9 Frx3= 0’ 1221 +28x9 —20x3 +7x4 = 0°



(33) Oldja meg Gauss eliminéciéval az aldbbi linedris inhomogén egyenletrendszereket:

3$1 721’2 +x3 +2£L'4 = 1 2x1 +5$2 781’3 - 8
4y 43z —923 = 9
N . Hzy —x3 —x14 = -2, 9 7
221 —z9 +3x3 = 4 1 +3x2 —bdxrz =
T, +8xy —Txz = 12

(34) & A Cramer szaballyal a kovetkez6 linedris egyenletrendszert:

1 1 2 1 -1
2 -1 2 xy | = —4
4 1 4 z3 3
(35) & Milyen a, b mellett alkalmazhaté a Cramer szabdly a kovetkezd linedris egyenletrendszerre?
a 1 2 T 1
2 5 2 2 | =1 2
4 1 b T3 3

Legyen a = 1, megvéalaszthaté-e (és ha igen, akkor hogyan) b gy, hogy z1 = 4 megoldésa legyen
az egyenletrendszernek?

(36) Megoldhatdk-e kovetkezé linedris egyenletrendszerek? Ha igen oldjuk meg 6ket!

X1 +I’2 +2l’3 +3£L‘4 = 1 21‘1 +£ZZQ +IE3 = 2
31’1 —X2 —X3 —2%4 = —4 T +35E2 +x3 = 5
2x1 +3x9 —X3 —x4 = -6 4 T +x9 +bxs = —T7°

r1 +2x2 +3x3 —x4 = —4 2x1 +3xs —3z3 = 14

(37) Adjuk meg a kovetkezd linedris egyenletrendszerek Osszes megolddsét (a Cramer szabdly fel-
hasznalasaval)! Tudjuk, hogy az elsé rendszer matrixdnak és bévitett matrixdnak rangja 2, de
ha a (2,3) indexhez tartozd 1 elemet 3-ra véltoztatjuk, akkor az elébbi két rang 3-ra véltozik és
a bal fels6 sarokdeterminans vehet6é rangmeghatiroz6 determindnsnak.

2 1 -1 -1 1 1 1
1 -1 1 1 =2 20 o
13 3 3 -3 4 BT 2|
4 5 -5 -5 7T T4 3
T
9 1 -1 -1 1 T1 1
1 -1 3 1 -2 20 o
13 3 3 3 4 SCE I ORI
4 5 -5 -5 7T 4 3
x5
3 1 -2 1 -1 1 1
2 -1 7 -3 5 2|
1 3 -2 5 -7 N
3 —2 7 -5 8 4 3
Ts
(38) & Tekintsiik a kovetkezo linedris egyenletrendszert:
21[,‘1 +3£U2 —T3 = 2
3r1 +Ary +4x3 = 5.
Tx1 +4xe +2z3 = k

a) Legyen k = 8. X\ milyen értékei esetén nincs megolddsa az egyenletrendszernek?
b) Most legyen A = —2. Milyen k esetén oldhaté meg az egyenletrendszer?



(39) Matrixinvertalds segitségével oldjuk meg a kovetkezd linedris egyenletrendszereket:

1+ x9 — 2x3= —3 201439 —x3 =3
2x1 — x9 + 5x3 =15 r1 —2x9+4x3 =17
6x1 — xr9 — 4dxz= —8 3r1 +xo+5bxr3 = 14.

Linearis leképezések, diagonalizalas

(40) & Legyen a : R?® — R? linearis leképezés métrixa (a természetes bazisra vonatkozéan)

1 3 2
A= 2 11
3 2 3

a) Hatdrozzuk meg az x = (1,1, 2) vektor képét!
b) Hatdrozzuk meg azt az x vektort, melynek képvektora az y = (—2, —5, —5) vektor!

(41) Vizsgdljuk meg, hogy melyek diagonalizdlhatdk az alabbi matrixok kozill. A diagonalizélhatdk
esetében hatdrozzuk meg azt az S matrixot, amellyel S—'AS diagonélis matrix.

2 —1 -1 10 —1 2 0 4
as=0 -1 o, A=|12 1|, A=|3 -4 12
0 2 1 2 2 3 1 -2 5

(42) Hatérozzuk meg az aldbbi métrixok sajatértékeit és sajitvektorait!

9 5 5 2 11 0 0 6
AA=| 5 9 5 ] (A =10) B=|11 31 C=1100
5 5 9 1 2 2 0 3 0
(43) Diagonalizéljuk az aldbbi szimmetrikus métrixokat, azaz hatdrozzunk meg olyan U ortogonélis
métrixot, melyre U T AU diagonalis! (U oszlopvektorai a matrix normélt lin. fiiggetlen sajatvektorai)

2 2 9 12
‘A(2 5> A<12 16)

1 3 0 1 3 4
MA=| 3 -2 -1 A=13 1 0
0 -1 1 4 0 1

(44) Hatédrozzunk meg a kovetkezd kvadratikus formdk kanonikus alakjét és dontsiik el hogy definitség
szempontjabdl milyenek!

a) & 22?7 + 522 + dvi b) 92?2 + 1623 + 247179

c) & 1z} —223+ 2%+ 6x120 — 22013 d) 2%+ 2%+ 2% + 6122 + 87173



