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1 Banach-algebrak

1.1 Alapfogalmak

1.1.1. Definicié. Az A komplex algebrat Banach-algebranak nevezziik, ha adott rajta
egy ||.]| norma, mellyel A Banach-tér és teljesiil, hogy

labll < flallllol (a,b € A),

Ha az A Banach-algebra egységelemes, egységeleme 1, akkor mindig feltehetd, hogy
|1|| = 1. Létezik ugyanis olyan ||.||o Banach-algebra norma .4-n, ami ekvivalens az eredeti
normaval, s melyre nézve az egységelem norméja mar valéban 1. Ennek belatasahoz

tekintsik az
[z[lo = sup{|lzy[| : [[yll=1}  (z€A)

moédon definialt normét (||z|lp nem mas mint az x elemmel valé balrél térténd szorzés

operatoranak a norméja). Vildgos, hogy

]l
s lello <zl (z € A).

A tovabbiakban, amennyiben egységelemes Banach-algebrat mondunk, azon olyan
Banach-algebrat értiink ami mint algebra egységelemes és egységelemének normaja 1.
Konnyen lathaté, hogy minden Banach-algebra bedgyazhato izometrikusan egységele-
mes Banach-algebraba. Ha ugyanis A nem egységelemes Banach-algebra, akkor tekintsiik
az A = A x C Descartes-szorzatot. Definidljuk az Gsszeaddst és a skaldrral val szorzést

koordinatanként, valamint a szorzast az
(@, A) (b ) = (ab+ Ab+ pa, Ap) — (a,b€ A, A\,peC)

Osszefiiggéssel. Végezetiil pedig legyen ||(a, A)|| = ||a|| + |A|. Egyszerii szamolds mutatja,
hogy ekkor A egységelemes Banach-algebra (A egységeleme a (0,1)) és az a — (a,0)

leképezés izometrikus algebra-homomorfizmusa A-nak A-ba.

1.1.2. Megjegyzés. Természetes modon vetédik fel a kérdés, hogy a fenti definiciéban
miért szoritkozunk csupan komplex algebrak vizsgalatara. Ennek oka, hogy, amint azt
latni fogjuk az alabbiakban, a bizonyitasok jelentos része komplex fiiggvénytani eszkozoket
hasznal. Bar ezek koziil némelyek atvihetok a valds esetre is, a kovetkezdkben csak komp-

lex Banach-algebrakkal fogunk foglalkozni.
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Az alabbiakban néhany fontos példat emlitiink Banach-algebrakra.

1.1.3. Példa. Legyen X Banach-tér. Ekkor az X korlatos linedris operdtorainak B(X)
algebrija az operatornormaval egységelemes Banach-algebra. Vildgos, hogy B(X) nem
kommutativ, ha dim X > 1.

1.1.4. Példa. Legyen K kompakt Hausdorff-tér. Ekkor C(K), a K téren értelmezett
komplexértékii folytonos fliggvények halmaza a pontonkénti miiveletekkel és a sup-

normaval kommutativ egységelemes Banach-algebra.

1.1.5. Példa. Legyen X lokélisan kompakt Hausdorff-tér. Jelolje Cyp(X) azon f : X —
C folytonos fiiggvények halmazat, melyekre minden pozitiv e-hoz létezik olyan K, C
X kompakt halmaz, hogy |f(x)] < e ha z € X \ K.. A Cy(X) elemeit végtelenben
eltiing folytonos fiiggvényeknek nevezziik. Hasonléan a fentiekhez, Cy(X) a pontonkénti
miiveletekkel és a sup-norméval kommutativ Banach-algebra, ami kivéve azt az esetet

amikor X kompakt, nem egységelemes.

1.1.6. Példa. Legyen K C C kompakt halmaz. Jelolje P(K) illetve R(K) azon
f + K — C folytonos komplex fiiggvények halmazat, melyek K-n egyenletesen appro-
ximalhat6k polinomokkal illetve racionélis fiiggvényekkel. Végezetiil jelolje A(K) azon
folytonos komplex fliggvények halmazat K-n, melyek holomorfak K belsejében. Vildgos,
hogy a pontonkénti miiveletekkel és a sup-normaval P(K), R(K) Banach-algebrak és
P(K) C R(K). Felhasznalva Weierstrass egy jol ismert komplex fiiggvénytani tételét,
mely szerint nyilt halmazon holomorf fiiggvények kompakt részhalmazokon egyenletesen
konvergens sorozatdanak hatdrértéke is holomorf, kapjuk az R(K) C A(K) tartalmazdst
valamint azt, hogy A(K) is Banach-algebra. A P(K) = A(K) illetve R(K) = A(K)
osszefiiggések fennalldsanak vizsgalata a komplex fliggvények approximécidéelméletének
egyik kozponti probléméja.

Megjegyezzitk még, hogy a D = {z € C : |z| < 1} jeldléssel az A(D) algebrat disk-

algebranak szokas nevezni.

1.1.7. Példa. Legyen G lokalisan kompakt kommutativ csoport. Legyen p Haar-mérték
G Borel-halmazain. Ekkor L'(G) a pontonkénti dsszeadés és skaldrral vald szorzds vala-

mint a konvolicid
(f * g)(x) = /G fay Ve duy)  (z€G)

miiveletével és az L'-norméval kommutativ Banach-algebra. Az L!'(G) un. csoportalgebra

pontosan akkor egységelemes ha G diszkrét.
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1.1.8. Példa. Legyen W azon f : [0,27] — C, f(0) = f(27) folytonos fiiggvények hal-
maza melyek Fourier-egytlitthatéinak sora abszolut konvergens. Egyszertien belathato,
hogy W elemei éppen azon f : [0,2n] — C fliggvények, melyek el6allnak f(t) =
oo ane™ alakban valamely (a,)0°_ . € [1(Z) esetén. Valéban, ha f € W, ak-
kor a Y 7 f (n)e™ sor egyenletesen konvergens és ennek Osszege olyan folytonos
fliggvény, melynek Fourier-egyiitthatéi megegyeznek f Fourier-egyiitthatoival. fgy az
egyértelmiiségi tétel miatt a fenti sordsszeg éppen f. Megforditva, ha f eléall f(t) =
>0 ane™ alakban valamely (a,)0°_ . € l1(Z) esetén, akkor kapjuk, hogy f Fourier-
egyiitthatéi éppen az a,-nek, s igy f € W.

Tekintsiik W elemei kozott a pontonkénti miiveleteket (a szorzds tehdt itt nem a kon-

volicid!). Ha f,g € W, kénnyen adédik, hogy

(fo)(t) = DY (f*x@n)e™ (te0,27)),
ahol (f*§)(n) = S50 __ f(n —k)j(k) (n € N), tehét az f illetve § mint [*(Z) elemei

kézotti konvolicié. Mivel f, g € IY(Z)-b6l fxge IY(Z) kovetkezik, kapjuk, hogy fg € W.
Tehat W algebra. Vilagos tovabba, hogy az

fr—f

leképezés algebra-izomorfizmusa W-nek [*(Z)-re. Ha W-n a normat az |f|| =
S f (n)| osszefiiggéssel definidljuk, akkor W egységelemes Banach-algebrava valik,

amit Wiener-algebranak neveziink.

1.1.9. Példa. Legyen A Banach-algebra és Z C A zart idedl. Ekkor az A/Z al-
gebra Banach-tér. Jelolje — a megfelel6 mellékosztdlyokat A/Z-ben. A faktor-norma
definiciéjabdl adéddéan kapjuk, hogy tetszéleges a,b € A és € > 0 esetén létezik olyan
j, k € T, melyre e + ||al|[|b]] > |la + j|[|b+ k||. Ezért

e+ [[allliol = fla+jllllb+ &l > ll(a+5)(b + k)| = llab + (jb+ ak + jk)|| > [|lab]| = [[abl].

Mivel e tetszoleges volt, kovetkezik, hogy a faktor-norma szubmultiplikativ. Tehat A/
Banach-algebra.

Ha A egységelemes Banach-algebra az 1 egységelemmel és 7 valddi idealja A-nak, azaz
T C A, akkor a faktor-norma definicidja miatt 0 # |[1]| < ||1]| = 1. Mésrészt, mivel 1
egységeleme az A/T algebranak, kapjuk, hogy |[I|| = |T-T|| < |[T|||[T)l. gy 1 < |1,
ahonnan az kovetkezik, hogy ||1]] = 1. Tehdt ekkor A/Z egységelemes Banach-algebra.

A fejezet tovabbi részében, ha masként nem mondjuk, A mindig

egységelemes Banach-algebrat jelol.
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1.2 Invertalhatésag és a spektrum

1.2.1. Tétel. Legyen x € A olyan, hogy ||z|| < 1. Ekkor 1 — x invertdlhatd és inverze az

alabbit geometriar sorral adhato meg
(1—2x) Z " (Neumann-sor).

Bizonyitads. Mivel ||2"| < ||z||", igy a >, 2" sor abszolit konvergens. Mivel A

Banach-tér, ezért ) 2" konvergens is. Egyszerti szamolds mutatja, hogy

(1—2x) Z —1—xm“:ix”(1—x).
n=0

Innen m — oo hatarérték vételével 2™ — 0 miatt kapjuk az allitést.

1.2.2. Koévetkezmény. Ha x,y € A, y invertdlhato és
e~ yll < 7o
r—=y 1
Iy~

akkor x is invertdlhato. Az A invertdlhatd elemeinek G(A) halmaza nyilt, és rajta az

wvertalds mivelete homeomorfizmus.
Bizonyitas. Az 1.2.1. Tételt fogjuk hasznalni. Mivel

ey~ =1l =z —y)y I <z =yllly "I <1,

1

ezért xy~ ', és {gy x is invertdlhaté. Az ezek utdn méar nyilvdnvald, hogy G(A) nyilt

halmaz. Mivel

o0

el =y ey )T =y -y ) T =y Y (T -y Zy (1—ay™)"
=0

n

Zy L=y ™) => y -2y )"

Innen kévetkezik, hogy

[eS)
lz= =y <Dy Iy — )|
n=1

Tekintsiik a

[eS)
> oyttt
n=1
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~!|. Ezen hatvdnysor 0-ban valé folyto-

hatvanysort. Ennek konvergenciasugara 1/[|y
nossagabol kapjuk az invertalds miiveletének az y pontban valé folytonossagat. Mivel y
tetszoleges invertalhato elem volt, ezért az invertalds miivelete folytonos. Nyilvanvald,
hogy az = +— 27! leképezés inverze onmaga, s igy adédik a homeomorfidra vonatkozd

allités.
1.2.3. Definicié. Ha x € A, akkor x spektrumdn a

o(x) ={A e C : (x — A1) nem invertdlhatd}
halmazt értjik.

1.2.4. Példa. Ha A = M,(C), a komplex n x n-es matrixok algebrija, akkor egy
tetszoleges A € A elem spektruma az A matrix sajatértékeinek halmazaval egyezik meg.

Legyen H végtelen dimenziés Hilbert tér és A = B(H). Ha A € A, akkor A spektruma
természetesen tartalmazza A sajatértékeit, de tartalmazhat tovabbi skalarokat is. Ha
példdul H = [%(N) és A az unilateralis shift, akkor A-nak nincs sajétértéke, de beldthato,
hogy o(A) = D.

Legyen K kompakt Hausdorff-tér és legyen A = C(K). Ha f € A, akkor o(f) meg-
egyezik f értékkészletével. Ez abbdl kovetkezik, hogy C(K) egy eleme pontosan akkor

invertalhatd ha seholsem 0.

1.2.5. Tétel. Ha = € A, akkor x spektruma a komplex szamsik nemdiires kompakt

részhalmaza.

Bizonyitads. Legyen A € o(z). Azt allitjuk, hogy || < ||z||. Valéban, ha |A| > ||z]|,
akkor /A norméja 1-nél kisebb, s igy az 1.2.1. Tétel miatt (1 — x/A) invertdlhaté. De
ekkor ennek \-szorosa, A1 — x is invertalhatd, ami ellentmondds. Tehét o(x) korlatos
halmaz. Mivel az invertalhato elemek halmaza nyilt, igy a neminvertalhatoké zart. A \ —
x — Al fiiggvény folytonossiga miatt kapjuk a o(z) halmaz zartsdgat. Ebbdl kovetkezik
a spektrum kompaktsaga.

Azt kell még beldtnunk, hogy o(z) nem lehet iires. Ehhez tekintsiik a

Te i A (z— A1)7!

modon értelmezett rezolvensfiiggvényt a C \ o(x) halmazon. Egyszer(i szdmolds mutatja,
hogy

re(p) — re(N) = (= Nre(p)rz(N) (rezolvens-azonossag)
ha A\, p € C\ o(z). Atosztva (1 — A)-val, majd g — A hatarérték vételével addédik, hogy
r, differencidlhaté A\-ban és /() = r,(\)2. Ezért r, egy A-beli értékii holomorf fiiggvény
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a C\ o(z) halmazon.
Tegylik fel, hogy o(x) = 0. Ekkor r, egész fliggvény. Beldtjuk, hogy r, rdaddsul még
korldtos is. Ha |A| > 2||z||, akkor

(IL’—)\l)_l -\~ (1—1‘//\ E——

miatt kapjuk, hogy

I < 51 < 1512 )" =251

Tehét r, korldtos az origd kozépponti, 2||x|| sugari zart korlapon kiviil. De ezen a zart
korlapon is kapjuk a korlatossédgot, mivel r, folytonos. Tehdat az r, rezolvensfiiggvény
korlatos egész fliggvény, ami Liouville tétele miatt konstans kell hogy legyen. Ez viszont

nyilvanvalé ellentmondas. Innen adodik a spektrum nemiires volta.
1.2.6. Definici6. Ha x € A, akkor x spektralsugaran az

r(z) =sup{|A| : A € o(z)} = max{|A| : A € o(x)}
szamot értjiik.

1.2.7. Lemma. Legyen x € A és P komplex polinom. Ekkor

Bizonyitas. Tekintsik a P(x) — Al elemet. A P(z) — A polinom felirhaté
P(z)=A=a(z—X\)...(z—=\,), a#0

alakban. Ezért
P(x) = Al =a(z — M1)...(x — A\, 1).

Mivel a jobb oldalon allé tényezok egymassal felcserélhetok, igy konnyen adodik, hogy
P(z) — A1 pontosan akkor invertélhatd, ha az (z — A1), ..., (z — \,1) elemek mindegyike
invertalhatd. Ez egyenértékii azzal, hogy a P(z) — A polinom gyokei nem elemei o(z)-nek,

ami pontosan azt jelenti, hogy A ¢ P(o(x)). Az §llitas innen nyilvéanvalé.

1.2.8. Tétel. (SPEKTRALSUGAR FORMULA) Ha x € A, akkor

r(x) = HIL% |2V = ir;f |z |/ (Beurling-Gelfand formula).



1.1. Alapfogalmak 7

Bizonyitas Az 1.25. Tétel bizonyitasabdl tudjuk, hogy r(x) < ||z||. Az el6z6
lemma&bdl kapjuk, hogy

r(z)" =r(z") < ="
Tetszbleges f € A* esetén tekintsiik a A — f(r,(\)) = f((z — A1)7!) fiiggvényt a C\
o(z) nyilt halmazon. Mivel a rezolvensfiiggvény differencialhaté, kapjuk a fenti fiiggvény
holomorf voltat. Innen adédik, hogy fliggvénytlink Laurent-sorba fejtheté a |A| > r(x)

modon definidlt nyilt korgytrtin. Az 1.2.1. Tétel miatt, hasonléan mint az 1.2.5. Tétel
bizonyitdasdban, kapjuk, hogy || > ||z|| esetén

Innen kovetkezik az

fa-an7) = -3 > I

osszefiiggés (|A| > ||z||). Mivel a Laurent-sorbafejthet6ség fennall |A\| > r(z) esetén
is, a Laurent-sor egytitthatéinak egyértelmiiségébol kapjuk a fenti egyenl6séget minden
|A| > r(z)-re is. Mivel konvergens szamsor tagjainak sorozata korlétos, kovetkezik, hogy

sup,, |f (;nn)| < oo minden f € A* esetén. Ebbdl az egyenletes korlatossag tételét alkalmaz-

va adodik, hogy
sup [lz"[[/|A"] < oo (Al > r(x)).

Ezért tetszéleges A komplex szamhoz, amire |A| > r(z), létezik olyan M pozitiv szdm,

hogy ||z"||/|\"| < M minden n esetén. Ebb6l kapjuk, hogy
[l |/ < M|A,

amibol
lim sup [|z" /" < |A
n

kovetkezik. A )\ tetszOlegessége és a bizonyitas elso része miatt kapjuk, hogy
r(z) <inf ||z")|Y" < liminf ||2"||Y" < limsup ||z"|Y" < r(z),
n n n
amivel a bizonyitas teljes.

1.2.9. Példa. A spektralsugar formula alkalmazdsaként megmutatjuk, hogy a C|0, 1]
téren értelmezett Volterra-féle integréloperator kvazinilpotens, azaz spektruma {0}.
Legyen T : C[0,1] — C]0, 1] a kévetkezéképpen definialt:

@ﬁa%aAU@m& (te 0.1, f € Clo,1)).
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Ekkor T korlatos linedris operdtor C|0, 1]-en, amit Volterra-féle integréloperatornak ne-
veziink. Megjegyezziik, hogy az Arzela-Ascoli tételbdl egyszertien adddik, hogy 7" a C[0, 1]
egységgombjét relativ kompakt halmazba képezi, azaz T kompakt. Konnyen belathato,

hogy
(T <t"/nt (t€0,1])
a C[0,1] egységgombjének valamennyi f elemére. Innen kapjuk, hogy ||T"| < 1/n!,

amibdl a spektralsugar formulat alkalmazva adddik az r(T') = 0 Osszefiiggés.

1.2.10. Tétel. (GELFAND-MAZUR) Ha A minden 0-tdl kilonbozd eleme invertdlhatd,

akkor A izometrikusan izomorf C-vel.

Bizonyitas. A spektrum nemtres voltabol és a tétel feltételébdl adodik, hogy minden
x € A esetén egyértelmiien létezik olyan A, € C skalar, hogy x = A\,1. Nyilvanvald, hogy

az xr — A\, leképezés izometrikus izomorfizmusa A-nak C-re.

1.3 A holomorf fiiggvénykalkulus

1.3.1. Allitas. Legyen X Banach-tér, v : |a,b] — C pdlya (azaz korldtos vdltozdsi
folytonos figgvény), f : v* — X pedig folytonos figguény (v* a vy értékkészletét jeloli).
Ekkor egyértelmiien létezik olyan f7 f(2)d z-vel jelilt eleme X -nek, melyre

([ 1) = [eUems @ ex)

Y

Bizonyitas. Vegyiik az |a, b] intervallumnak egy finomodé normalis beosztassorozatét.

Képezziik a

Z F(v(&))(v(t:) — v(ti1))

alaku kozbeesd integralkozelitdé osszegeket. Konnyen beldthatd, hogy ezek Cauchy-
sorozatot alkotnak, aminek ezért létezik hatarértéke. Ez a hatarérték elvileg fiigghetne
a beosztassorozat véalasztasatél. Ez azonban nem &ll fenn mivel a komplex fliggvények
palyamenti integraljanak tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy minden korlatos linearis funk-
ciondl a fellépé hatarértékeken ugyanazt az értéket veszi fel. A Hahn-Banach tételbol
kapjuk a fenti sorozat hatarértékének egyértelmuségét. Az &llitas visszamarado része

nyilvanvalé.

1.3.2. Definicié. Az el6z6 4llitas feltételei és jelolései mellett az f7 f(2)dz € X vektort
az [ fiiggvény v palya menti integraljanak nevezziik. Lanc menti integralon a lancot

alkotd palyak menti integralok osszegét értjik.
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1.3.3. Megjegyzés. Vilagos, hogy a fentiekben bevezetett integral linedris transz-
formacid, tovabba ha X Banach-algebra, akkor az integréaljel mogiil az X-beli elemmel

vald szorzéas kiemelheto. Konnyen adodik a
| [ 71 < max{lF )+ 2 €973V 0)
gl

egyenlotlenség is.

1.3.4. Definicié. Legyen K C D C C, K kompakt, D nyilt és tegyiik fel, hogy I' olyan

ciklus (zart pélydk lanca) D \ K-ban, melyre vonatkozé indexfiiggvényre

0 haz¢ D
1 hazeK.

ind F(Z) =

Ekkor azt mondjuk, hogy I' olyan ciklus D-ben, ami koriilveszi K-t.

1.3.5. Tétel. Legyen K C D C C, K kompakt és D nyilt. FEkkor létezik olyan ciklus

D-ben, ami korilveszi K-t.

Bizonyitas. Legyen ® sikbeli iranyitott szakaszok egy véges halmaza. Ha a sik
minden pontja ® ugyanannyi elemének kezdépontja, mint ahanynak végpontja, akkor azt
mondjuk, hogy ® kiegyensulyozott. Konnyt latni, hogy ekkor & ciklus.

A tétel bizonyitdsdra térve legyen 2d a K tévolsdga C \ D-tél. Tekintsiik C-n a
kd + ild alaki elemek halmazat (k,l € Z), illetve az ezek altal meghatarozott d oldal-
hosszusagu zart négyzeteket. Legyenek @1, ..., @),, azon négyzetek, melyek belemetszenek
K-ba. Vildgos, hogy Q, C D (r =1,...,m). Jeldlje 0Q, a @, hataranak pozitiv irdnyban
torténd bejarasat, és a megfeleld élek legyenek rendre 7,1, ..., V4. Legyen ® a .-k hal-
maza, amirdl lathatd, hogy kiegyensilyozott. Tavolitsuk most el ® azon elemeit, melyek-
nek ellentetje (ugyanazon szakasz, de ellentétes irdnyitdssal) is eleme ®-nak. Jeldlje a
visszamaradé elemek halmazat I', ami ugyancsak kiegyensulyozott, s igy ciklus. Koénnyt

latni, hogy I' eleget tesz a tételben tamasztott feltételnek.

1.3.6. Tétel. Legyen x € A és o(x) C D C C, D nyilt halmaz. Ha I'y és 'y két olyan

ciklus D-ben, melyek koril veszik o(z)-et, akkor

R (G TS S A (O
2w Jp, 2z —x 2w Jp, 2 —x

tetszoleges f € H(D) esetén.
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Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy a tételbeli képletben szereplo
f(z)

Z—XT

kifejezést pontosabban az f(z)(z1 —x)™! = —f(2)r.(z) alakban kellene frnunk. Itt is és
a tovabbiakban is éliink a fenti szimbdlikus irasmoddal. Vegyiik észre, hogy a tételben

szerepl6 integrandus folytonos fiiggvény, igy a palyamenti integralok léteznek.

Bizonyitas A tétel egyszertien adddik a Cauchy-féle integraltétel homoldg

véltozatanak a D \ o(x) nyilt halmazra és a I'y U (—T'y) ciklusra valé alkalmazasabol.
1.3.7. Lemma. Legyen © € A, o(x) C D C C, D nyilt halmaz, I egy D-beli ciklus,
amely kérilveszi o(x)-et. Ekkor

L. Mdz:(x—zo)" (20 € C,n € NU{0}).

2m Jr z—w
Hasonlo dllitas igaz negativ n-ekre is, ha zg € C\ D.
Bizonyitas. Vilagos, hogy
(x—z)z—2) ' '=(@—2+z2—2)(z—2)" ' =-14+(2—2)(z —2)"".
Ha I, jeloli a tételben szerepld Osszefiiggés bal oldalat, akkor ebbol azonnal kapjuk, hogy
(x — 20) 1 = Iy (n=0,1,2...)

Igy elegends megmutatni, hogy Iy = 1. Legyen r > ||z tetszéleges valds szam és jelolje
v az origd kozépponti, r sugaru korpalyat. Ekkor az eloz6 tétel miatt
1 1

Iy = —
0= 211 yZ—T

dz.

Ez utobbi integrélrél viszont sorfejtéssel konnyen megmutathatd, hogy egyenld 1-gyel.

Valéban, mivel

coa) =l E)a > Zfﬂ

n=0

és a fenti fiiggvénysor r > ||z|| miatt egyenletesen konvergens a v értékkészletén, igy

1
dz = dz=1.
2i N E— T 7 ;x 2#@/2”“ :




1.3. A holomorf figgvénykalkulus 11

1.3.8. Tétel. Legyen x € A, o(x) C D C C, D nyilt halmaz, T egy D-beli ciklus, amely
kérilveszi o(x)-et és legyen

R(z) = P(2) + Y _ cmulz — 2n) "
m,k
raciondalis tortfugguény, melynek polusai D komplementumdba esnek. Ekkor a

R(z) = P(z) + > cmp(z — 2n) "

jeloléssel
R(z) = —— / B,
r

21 Z—T

Bizonyitas. Az 1.3.7. Lemma felhasznalasaval azonnal adédik.

1.3.9. Definicié. Ha z € A, o(x) C D C C, D nyilt halmaz és T" ciklus D-ben, ami
koriilveszi o(x)-et, akkor tetszOleges f € H(D) esetén legyen

fa) = —— [ L&) 4.

2mi Jr 2z —x

1.3.10. Megjegyzés. Az 1.3.6. Tétel miatt kapjuk, hogy a fenti definiciéban szerepld
f(z) elem nem fiigg a D nyilt halmaztdl és a I' ciklustol.

1.3.11. Tétel. (RIESZ-FELE HOLOMORF FUGGVENYKALKULUS) Legyen x € A és
o(xz) € D C C nyilt halmaz. Ekkor

(1) az f — f(x) leképezés folytonos algebra-homomorfizmusa H(D)-nek A-ba (H(D)

topolégidja a D kompakt részhalmazain egyenletes konvergencia topolégidja);

(2) 1) =1;
(3) id(z) = x;

(4) ha f(2) =", 2™ (2 € D), akkor f(x) =, cpa™.

Tovibbd, ha T : H(D) — A egy folytonos algebra-homomorfizmus, melyre 7(1) = 1 és
7(id) = z, akkor 7(f) = f(x) minden f € H(D) esetén.

Bizonyitas. Az f— f(x) leképezés nyilvdnvaléan linedris. Mivel

I£@I < 5=l sup (= 2) 1V (T,
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ahol || f|lr~ jeloli az f sup-norm&jat a I'* halmazon és sup,.p ||(z — 2)7!|| < oo a rezol-
vensfiiggvény folytonossdga miatt, igy a fenti becslés figyelembevételével, ha f, — f a
H(D) fuggvénytérben (azaz a D kompakt részhalmazain egyenletesen), akkor f,(z) —
f(x). Innen kapjuk a folytonossdgot. Konnyen lathatd, hogy az f +— f(x) leképezés
multiplikativ a raciondlis tortfiiggvények altal alkotott részalgebrajan H(D)-nek. Innen
a folytonossag illetve Runge tétele miatt (ami azt mondja, hogy a H(D)-beli racionélis
tortfiggvényekbél &ll6 részalgebra siirii H(D)-ben) adédik (1). A tétel (2), (3) része
nyilvanval6 az 1.3.8. Tétel miatt. A (4) éllitashoz megjegyezziik, hogy mivel a sze-
replé hatvanysor konvergens D pontjaiban, igy 6 egyenletesen konvergens D kompakt
részhalmazain. Ezt és az (1)-beli folytonossagi tulajdonségot alkalmazva kapjuk (4)-et.

A tétel utolsd része a kovetkezdképpen lathatéo be. Eloszor megmutatjuk, hogy
7(R) = R(x) minden R € H(D) racionalis tortfiiggvényre, majd alkalmazzuk Runge
tételét.

1.3.12. Definicié. Az el6z6 tétel feltételei és jelolései mellett az f — f(x) leképezést az

x € A elemhez tartozé Riesz-féle holomorf fliggvénykalkulusnak nevezziik.

1.3.13. Megjegyzés. Legyen X kompakt Hausdorff-tér és tekintsiik a C'(X) Banach-
algebrat. Az 1.3.11. Tételnek a holomorf fliggvénykalkulus egyértelmiiségére vonat-
kozé részét alkalmazva kapjuk, hogy tetszéleges x € C(X) elemhez tartozé holomorf
fiiggvénykalkulus nem més mint az f — f oz leképezés (f € H(D), ahol D az x

értékkészletét tartalmazé tetszéleges nyilt halmaz).

1.3.14. Tétel. (SPEKTRALLEKEPEZESI TETEL) Legyen x € A és o(x) C D C C, D
nyilt halmaz. Ekkor

tetszdleges f € H(D) esetén. Tovabbd

(g0 [)(x) = g(f(2)),
ahol o(f(z)) € D € C, D nyilt halmaz, g € H(D) és f(D) C D.

Bizonyitas. Legyen f € H(D) és A € C. Ha f(z)— A seholsem 0 a o(z)-en, akkor van
olyan g holomorf fiiggvény a o(z) egy D’ kornyezetében, melyre (f(z) — A)g(z) =1 a D'-
n. A holomorf fiiggvénykalkulus multiplikativitdsa miatt kapjuk, hogy (f(x) —Al)g(z) =
g(x)(f(z) — A1) = 1, ahonnan kovetkezik, hogy f(x) — Al invertélhato.

Tegyiik most fel, hogy f(z) — A eltlinik a o(z) valamely z, pontjaban. Ekkor van
olyan g € H(D) fliiggvény, melyre f(z) — XA = (2 — 29)g(2) a D minden pontjaban. Innen
kapjuk, hogy f(x) — Al = (z — 201)g(z) = g(x)(xz — 21). Mivel z — 251 nem invertalhato,
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ezért f(xz) — Al sem invertalhato. Osszefoglalva, A ¢ f(o(z)) akkor és csak akkor ha
A g o(f(x)) ~
A tétel mésodik &llitdsa abbdl kovetkezik, hogy a g — (g o f)(z) (¢ € H(D))
leképezés rendelkezik az f(x) € A elemhez tartozé holomorf fiiggvénykalkulusnak az
1.3.11. Tételben szerepls (1)-(3) tulajdonsagaival, s igy az emlitett tétel egyértelmiiségi

részébdl kovetkezoen kapjuk az allitast.

1.3.15. Megjegyzés. A fenti tételbol adddik a holomorf fiiggvénykalkulus egyfajta
injektivitasa, nevezetesen, ha f,g holomorf fiiggvények az = € A spektrumanak egy
kornyezetében tgy, hogy f(z) = g(x), akkor f = g a o(x)-en. Valéban, ha (f —g)(z) = 0,
akkor (f — g)(o(x)) = o((f — g)(x)) = o(0) = {0} és innen kovetkezik, hogy f = g a

o(x)-en.

1.3.16. Tétel. Legyen x € A és \ ¢ o(x). Ekkor

1

dist (A, 0(x)) = (@ =)

Bizonyitads. Legyen D egy nyilt kornyezete o(x)-nek, ami nem tartalmazza A-t.

Ekkor a z — 1/(z — A) fiiggvény holomorf D-n és

ol(r =A™ = {- ! = zeo(a).

Innen kapjuk, hogy
1

insza(x) |Z - /\| .

1
r((z — M) = sup{|m‘ cz€o0(x)} =
Reciprokot véve adodik az allitas.

1.3.17. Tétel. Legyen = € A olyan, melyre 0 eleme a C\ o(x) nemkorldtos kompo-
nensének. Ekkor létezik olyan y € A, melyre x = €Y. Tovabbd tetszbleges n € N esetén

létezik olyan z € A, melyre 2" = x.

Bizonyitas. A tétel feltételeibol kovetkezik, hogy létezik olyan D egyszeresen
Osszefiiggd nyilt halmaz, ami tartalmazza = spektrumat, de nem tartalmazza a 0-t. A
komplex fliggvénytanbdl tudjuk, hogy ilyen halmazon van logaritmusag, azaz létezik olyan
f € H(D) holomorf fiiggvény, melyre e/ az identitds D-n. Az 1.3.14. Tétel masodik
részébdl adédik, hogy ef®) = x. Legyen y = f(z), mig az allitds mésodik részéhez

vélasszuk z = y/n-et.

1.3.18. Definicié. Jeldlje exp(A) az Osszes véges €' - ... - €™ (z1,...,x, € A) szorzat
halmazéit. Az A invertdlhaté elemeinek G(.A) topoldgikus terében az 1 komponensét a

G(A) fékomponensének nevezziik és G1(A)-val jeloljiik.
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1.3.19. Tétel. (LORCH) G1(A) = exp(A).

Bizonyitds Azt mutatjuk meg, hogy exp(A) nyilt-zart részhalmaza G;(A)-
nak. Mivel az exp(.A) minden eleme Osszekdthetd az egységelemmel egy G(A)-beli gorbén
keresztiil (a A — e egy gorbe, ami dsszekoti e®-et 1-gyel), igy exp(A) C G1(A).

Legyen a € exp(A) és z € A olyan, hogy ||z — a|| < 1/||a™!||. Ekkor ||a™'z —1]] < 1
és igy r(a™'z — 1) < 1. Ebbdl kovetkezik, hogy a~'z spektruma benne van az 1 koriili 1-
sugaru nyilt korlapban. Ezen D korlapon van logaritmusag, tehat 1étezik olyan f holomorf
fiiggvény, melyre e/ az identikus fiiggvény D-n. Innen kévetkezik az y = f(a~'z) jeloléssel,
hogy €¥ = a'z, s mivel a € exp(A), kapjuk, hogy = € exp(A). Ebbél adédik az exp(.A)
halmaz nyiltsdga (az egész A-ban is).

Legyen most a,, € exp(A) egy sorozat, ami konvergél az © € G(A) elemhez. Ekkor az
invertalas folytonosséga miatt kapjuk, hogy a-'z — 1. Igy elég nagy n-re |1 —a ‘x| < 1,
s a bizonyitds elsé részéhez hasonléan kapjuk, hogy e’ = a, 'z valamely y € A esetén.
Ebbél kovetkezik, hogy x € exp(A). Ezért exp(A) zart is G1(.A)-ban. A bizonyitds G (.A)

Osszefiiggbsége miatt teljes.

1.4 A spektrum folytonossaga

1.4.1. Definicié. Legyenek K;, K3 C C kompakt halmazok. A K; és Ky Hausdorff-
tavolsagan a
A(K7y, K3) = max{ sup d(\, K3), sup d(\, K;)}

AeK AeKo
mennyiséget értjiik. Belathato, hogy a Hausdorff-tavolsag metrika C kompakt részhalmazainak
halmazan.

Tetszoleges K C C halmaz és € > 0 szam esetén jelolje
B(K)={X: d\\ K) < €}, B(K)={\:d\K)<e¢},

mely halmazokat a K halmaz e-sugard nyilt illetve zart kornyezetének nevezziik.

Konnytd latni, hogy A(K;, K3) < € akkor és csak akkor teljesiil, ha K; C B.(Ks)
és Ky C B.(K;). Hasonléan, A(Ky, K,) < € akkor és csak akkor, ha K; C B.(Kj) és
K, C B.(K)).

1.4.2. Tétel. Legyen x,y € A felcserélhets. Ekkor
U(y) C Er(x—y) (O’(.T))

Tovibbd A(o(z),0(y)) < r(x —y) < |lv —y||. Ezért kommutativ Banach-algebrdn a

spektrum egyenletesen folytonos figguény.
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Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt, hogy létezik olyan A € o(y), melyre d(X, o(x)) >
r(x—y). Ekkor az 1.3.16. Tétel miatt 1 > r((z—A1)"!)r(z —y). A spektralsugdr formula
alapjan konnyt latni, hogy felcserélheto elemeken a spektralsugar szubmultiplikativ. fgy
kapjuk, hogy 1 > r((z — A1)"'(z — y)). Innen

1>7r((z = A) "Nz —y) =r((x = A) "z = A1) = (y = A1))) =
r(1 — (z — A1)y — A1)).

Ezen egyenl6tlenség mutatja, hogy (x — A1)7!(y — A1) invertdlhat6, amibél A ¢ o(y)
kovetkezik, ez pedig ellentmondas. Az allitds visszamaradd része x és y szerepének fel-
cserélésével adodik.

1.4.3. Megjegyzés. Konnyl latni, hogy az M, (C) matrixalgebran a spektrum foly-
tonos. Ez abbdl kovetkezik, hogy a spektrum elemei a karakterisztikus polinom gyokei
és két olyan polinom, melynek egytitthatoi kozel vannak egymashoz, egymaséhoz kozeli
gyokokkel birnak.

Ebbdl természetesen nem koévetkezik, hogy a spektrum minden Banach-algebra esetén
folytonos lenne. Példaul, ha H végtelen dimenzids szepardbilis Hilbert-tér, akkor meg-
mutathaté, hogy létezik olyan T, S € B(H) operator, melyre r(T) > 0 és r(T' + \S) =0
minden A # 0 raciondlis szam esetén. Nyilvanvald, hogy a spektrum nem folytonos a T’
pontban.

1.4.4. Tétel. A spektrum minden pontban felilrol félig folytonos, abban az értelemben,
hogy tetszdleges x € A és o(x) C U nyilt halmaz esetén létezik olyan § > 0 szam, melyre
ha ||x —y|| <, akkor o(y) C U.

Bizonyitas. Indirekt, tegyiik fel, hogy o(z) C U, U nyilt halmaz és létezik olyan
Yn — T és N\, € o(y,) sorozat, hogy A\, ¢ U. Mivel (y,,) korlatos, igy o(y,) (n € N) benne
van egy alkalmas zart korlapban. Ezért a ()\,) korldtos sorozat, aminek van valamely
A ¢ U szamhoz konvergdlé részsorozata. A jelolés egyszeriisége érdekében feltessziik,
hogy ez a részsorozat maga a (\,). Vildgos, hogy x — Al invertalhatd, és mivel y,, — x és
An — A, igy vy, — A1 — x — Al. Ebbol kapjuk, hogy vy, — A, 1 is invertalhaté elég nagy n

esetén, amibdl \, ¢ o(y,) kovetkezik, ez pedig ellentmondas.

1.4.5. Tétel. Tetszoleges Banach-algebrdn a spektrum folytonossagi pontjainak halmaza

strd Gs-halmaz.
Bizonyitads. Lasd [2, Theorem 3.4.3].

1.4.6 . Lemma. Legyen z,,x € A, x, — x és teqyik fel, hogy U olyan nyilt halmaz a
sikon, melyre o(x,),0(x) C U minden n € N esetén. Ha f € H(U), akkor f(x,) — f(x).
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Bizonyitas. Mivelo(x) C U, igy létezik olyan V kompakt lezérti nyilt halmaz, melyre
o(r) CV CV C U. A spektrum feliilré]l félig folytonossdga miatt o(z,) C V teljesiil
elég nagy n-ekre. Véges sok indexet elhagyva feltehetjiik, hogy az el6bbi relacié minden n
esetén fennall. Innen kovetkezik, hogy 1étezik olyan I' ciklus U-ban, ami koriilvesz minden

o(x,)-et és a o(x)-et. Jelolje
C =sup{||(z — z1)7Y| : z € T*}.

Legyen 0 < ¢ < 1 tetszOleges. Létezik olyan ng, hogy ||z, — z|| < ¢/C minden n > ny
esetén. Tetszbleges z € [™-re kapjuk, hogy ||(z, —21)— (z—2z1)|| < ¢/C < 1/||(x—21)"}].
Alkalmazva az 1.2.2. Kovetkezmény bizonyitasaban szereploket, kapjuk, hogy

o o
o —2)7 = (@ = 2) 7' <Y M@= 2) 7 1z — 2)* < Y0 Ol — 2] =
k=1

k=1

[e.9] o0
iz = 2] Y O M — 2| < o — 2| Y CFg/C)
k=1 k=1

Itt az utolsé sor Osszege egy konstans, s ezért kapjuk, hogy (z, — 21)™' — (z — 21) " !-hez

a [™"-on egyenletesen, amibol a palyamenti integral tulajdonsagai miatt kovetkezik, hogy

f(an) = f(2).

1.4.7. Lemma. (NEWBURGH) Legyen x € A és U,V C C diszjunkt nyilt halmazok, gy,
hogy o(x) CUUV éso(x)NU # 0. Ekkor létezik olyan § > 0, melyre |z —y|| < 0 esetén
aly)NU #0.

Bizonyitds Az 1.4.4. Tétel miatt létezik olyan & > 0, hogy ||z — y|| < &’ esetén
o(y) C UUV. Tegyiik fel indirekt, hogy 1étezik olyan y, — x sorozat, melyre o(y,) C V.
Tekintstik azt az f holomorf fiiggvényt U U V-n, ami U-n konstans 1, V-n pedig konstans
0. Az 1.4.6. Lemma miatt f(y,) — f(z). Azonban, mivel o(y,) C V, igy f(y,) = 0.
Ebbél kovetkezik, hogy f(z) =0. De 1 € f(o(z)) = o(f(z)) = {0}, ami ellentmondés.

1.4.8. Definicié. Egy topologikus teret teljesen szétesének neveziink, ha benne barmely

két kiilonboz6 pont elvalaszthaté nyilt-zart halmazokkal.

1.4.9. Lemma. Ha X teljesen szétesé kompakt Hausdorff-tér, akkor benne a nyilt-zdrt

halmazok bazist alkotnak.

Bizonyitas. Legyen X teljesen szétesé kompakt Hausdorff-tér. Tekintsiink egy
tetszoleges x € X pontot és U C X nyilt halmazt, ami tartalmazza x-et. Ekkor minden
y € X \ U esetén léteznek U, V, diszjunkt nyilt-zart halmazok, melyekre z € Uy, y € V.
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Mivel a {V,} rendszer lefedi az X \ U kompakt halmazt, igy mar valamely V,,,...,V,,
véges részrendszere is lefedi azt. Tekintsiik most az Uy, N ... N U,, nyilt-zart halmazt.
Vildgos, hogy ez tartalmazza z-et és diszjunkt Vi, U... UV, -tél, tehat X \ U-tdl is. fgy

ezen halmaz része U-nak. Az allitds innen mér nyilvanvalo.

1.4.10. Tétel. (NEWBURGH) Ha az x € A spektruma teljesen szétesd, akkor a spektrum

folytonos az x pontban.

Bizonyitds. Legyen e > 0 tetszileges. Mivel o(x) teljesen szétesd, igy o(x)
belefoglalhaté véges sok olyan diszjunkt nyilt halmazba, melyek atméréje mind kisebb
mint €. Ez a kdvetkez6képpen lathat6 be. A o(z) minden pontjat foglaljuk bele egy €/2-nél
kisebb sugari nyilt kérlapba, majd valasszunk olyan Uy nyilt-zart részhalmazat o(x)-nek,
ami benne van ezen korlapban és lefedi pontunkat (1.4.9. Lemma). A kompaktsig miatt
van olyan U,,,...,U,, véges részrendszere az Uy-knak, amik lefedik o(x)-et. Tekintsiik
most az Uy,, Uy, \ Uy, Uy, \ (Ux, UU,,), stb. halmazokat. Ekkor ezek paronként disz-
junkt nyilt-zart részhalmazai a o(z)-nek, amik lefedik o(z)-et. Mivel zért altérbeli zart
halmaz zart az egész térben, igy a fenti particidja o(x)-nek a sikon zart (s6t kompakt)
részhalmazokbdl all. Ezek alkalmasan kicsi nyilt kornyezeteit véve kapjuk az allitast.
Jelolje U az igy kapott halmazok uniéjat. Az 1.4.4. Tétel miatt 1étezik olyan ry > 0,
melyre ||y — z|| < ry esetén o(y) C Be(o(x)). Masrészt, az 1.4.7. Lemma miatt 1étezik
olyan r > 0, melyre ||y — z|| < 72 esetén o(y) belemetsz a fenti U-t alkoté halmazok
mindegyikébe, ami azt jelenti, hogy o(x) C Bc(o(y)). Ha most r = min{ry,r}, akkor
ly — x|| < r esetén o(z) és o(y) benne vannak egymds e-sugard nyilt kérnyezetében,

amivel a bizonyitas teljes.

1.4.11. Megjegyzés. A fenti tétel fontos kovetkezménye, hogy ha x € A spektruma
megszamlalhaté, akkor z-ben a spektrum folytonos.

1.4.12. Definicié. Legyen D C C egy tartomédny. A ¢ : D — R U {—o0} fiiggvényt
szubharménikusnak nevezziik D-n ha ¢ felilrol félig folytonos és teljesiil ré, hogy
1 2m

P(Ao) < Py PN +ret)dt

™ Jo

minden olyan B, ()\) zért kérlapra, ami benne van D-ben.

1.4.13. Lemma. Legyen D C C tartomdny, X egy Banach-tér és f : D — X holomorf
figgvény. Ekkor a A log || f(N)|| figgvény szubharménikus.
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Bizonyitas. Nyilvanvalo, hogy a kérdéses fiiggvény feliilrol félig folytonos. A
Cauchy-féle integraltétel miatt

2
f()\o) = %/{; f(/\() + Teit)dt,

Innen mindkét oldalon normat véve adddik a szubharménikus fiiggvényeket jellemzo
egyenldtlenség a A — || f(N)| figgvényre. Ezen gondolatmenet alkalmazhaté minden
A ePX) £()) fiiggvénnyel kapcsolatban is, ahol p tetszéleges polinom. fgy kapjuk, hogy
a X eV f(N)| fiiggvények mindegyike szubharménikus. Ebbdl egy Beckenbach-t6l

és Saks-t6l szarmazdé komplex fiiggvénytani tétel kovetkeztében adédik a tétel allitasa.

1.4.14. Tétel. (VESENTINI) Legyen D C C tartomdny, és f : D — A holomorf fiiggvény.
Ekkor a A — r(f(\)) és A logr(f(N)) figguények szubharmonikusak.

1
2n
fliggvénysorozat pontonként konvergal logr(f(\))-hoz. Az 1.4.13. Lemma miatt ezen

Bizonyitds A spektrdlsugdr formula miatt a s+ log||f(A)?"|| monoton csokkend
fliggvénysorozat minden tagja szubharmoénikus, s ezért annak hatarértéke is az. Mivel az
exponencialis fiiggvény folytonos és konvex a szamegyenesen, innen adédik a A — r(f()\))

fiiggvény szubharmonikusséaga.

1.4.15. Megjegyzés. A fenti tétel alkalmazasaival kapcsolatban megjegyezziik, hogy a
szubharménikus fiiggvényekre érvényes a Liouville-tétel, azaz az egész sikon értelmezett

tetszoleges korlatos szubharmonikus fiiggvény konstans.

1.5 Kommutativ Banach-algebrak Gelfand-elmélete

1.5.1. Definicié. A ¢ : A — C nem 0 multiplikativ linearis funkcionalt karakternek

nevezzitk. Az A karaktereinek halmazat A-val jeloljiik.

1.5.2. Megjegyzés. Konnyt latni, hogy ha ¢ karakter, akkor ¢(1) =1 és p(z) € o(z)
minden z € A esetén. Val6ban, ha lenne olyan y € A, melyre (z — p(z)l)y = 1,
akkor mindkét oldalra alkalmazva a ¢-t, kapnank, hogy (¢(x) — ¢(z))e(y) = 1, ami
nyilvanvald ellentmondés. Mivel |p(z)| < r(z) < ||z||, ezért minden karakter korlatos
linearis funkciondl, mégpedig 1 normaval.

Nem nehéz belatni, hogy a B(H) (dim H > 1) Banach-algebranak nincsen karaktere.

1.5.3. Tétel. (GLEASON—KAHANE—ZELAZKO) Legyen ¢ : A — C olyan linedris funk-

ciondl, melyre p(z) € o(x) minden x € A esetén. Ekkor ¢ karakter.
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Bizonyitas. Legyen p a tételben szereplo tulajdonsagu linedris funkcional. Ekkor
(1) € o(1) miatt p(1) = 1. Adott x esetén legyen p(A\) = ¢((x — A1)"), ahol n > 2.
Ekkor p egy n-ed foki komplex polinom. Jeldlje Aq, ..., A\, a p gyokeit. Ekkor 0 = p()\;) =
o((x —N1)") € o((z — \1)™), ahonnan \; € o(x) kovetkezik, tehat |[N\;| < r(z). Mivel
n . n n— n -
P = e = 20" =3 ()= = (1 [T -
k=0 i=1

az egyiitthatok osszehasonlitasaval kapjuk, hogy

g Ai = (T) p()

és
n
>N = (2)gp(x2).
1<i<j<n

Azonban n n

Qo= "22+2 Y A,

i=1 i=1 1<i<j<n
ahonnan

n*p(r)* = i A+ n(n—1)e(z?).
Innen kapjuk, hogy - .
n*(p(2)’ = p(a?)) = Y X — np(a®).
Ebbdl adédik, hogy -
n’|o(x)® — @(a*)] < nr(z)* + nle(a?)].

Mivel ez igaz minden n > 2-re, igy kapjuk, hogy p(z)? = p(2?). Az x helyébe x + y-t
frva adédik, hogy 2¢(z)p(y) = ¢(ry + yz). Tekintsiik most az

(ab — ba)* + (ab + ba)* = 2(a(bab) + (bab)a)
azonossagot. Innen kapjuk, hogy
((p(ab) = @(ba))® + ((p(ab) + ¢(ba))® = dgp(a)p(babd).
Ha most a =z — p(x)1 és b =y, akkor ¢(a) = 0 miatt kapjuk, hogy
p(ab)? + ¢(ba)* = 0.

Mivel p(ab+ ba) = 2p(a)e(b) = 0, igy ¢(ab)p(ba) = 0. EbbSl viszont az el6z6 egyenloség
figyelembevételével kapjuk, hogy ¢(ab) = ¢(ba) = 0. Ezért

p((z —¢(x)y) = ely(z — ¢(x)) = 0.
Innen p(zy) = p(z)p(y) kovetkezik, amivel a bizonyitds teljes.
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1.5.4. Tétel. (KOWALSKI-SLODKOWSKI) Legyen ¢ : A — C olyan fiiggvény (a linearitds
nincs feltételezve(!)), melyre o(0) =0 és ¢(x) — (y) € o(x —y) minden x,y € A esetén.
Ekkor ¢ karakter.

Bizonyitaéds. Lasd [14, 1.2. Theorem].
A szakasz tovabbi részében A kommutativ egységelemes Banach algebrat jelol.

1.5.5. Definicié. Az 7 C A idealt valédinak nevezziik, ha Z C A. Z-t maximalis
idealnak nevezziik, ha valdodi ideal és nem foglalhaté bele egyetlen nalanal bovebb valodi

idedlba sem.

1.5.6. Allitas. Az A minden valddi idedlja belefoglalhato mazimdlis idedlba. Az A min-

den maximalis idedlja zart.

Bizonyitds HaZ valddiidedl A-ban, akkor 1 ¢ A. Ezek utdn a Zorn-lemmét
alkalmazva kapjuk az allitas elso részét.

A miésodikhoz vegyiik észre, hogy ha Z valédi idedl, akkor 1 ¢ 7 mellett még az is
igaz, hogy d(1,7) > 1. Valéban, ha ||1 — z|| < 1 teljesiilne valamely = € 7 esetén, akkor
2 invertalhaté eleme lenne Z-nek, ami ellentmondana Z valédi voltanak. Igy d(1,7) > 1,
amibdl d(1,Z) > 1 kovetkezik, tehat T lezartja is valédi idedl. Ha most 7 maximélis,
akkor Z = 7 adddik, azaz T zart.

1.5.7. Tétel. A p — ker @ leképezés bijekcio az A karaktereinek és maximdlis idedljainak

halmaza kozott.

Bizonyitas. Az nyilvanval6, hogy karakter magja maximalis ideal, mivel linedaris
funkciondl magja 1-kodimenzids. Legyen most Z C A maximadlis idedl. Azt allitjuk, hogy
A/Z minden nemzérus eleme invertalhaté. Valdban, legyen z € A olyan, hogy = ¢ 7.
Ekkor Ax + 7 olyan idedl, ami valodi médon tartalmazza Z-t. Ezért 1étezik olyan a € A
és i € I, melyre ar +1¢ = 1. Ez viszont éppen azt jelenti, hogy z osztalya invertalhato
A/T-ben. Az 1.2.10. Tételt (Gelfand-Mazur) alkalmazva kapjuk, hogy A/Z izomorf C-
vel. Ezért létezik ¢ : A/Z — C multiplikativ linearis bijekcié. Ha 7 : A — A/T jeldli a
természetes homomorfizmust, akkor konnyen lathato, hogy a ¢ = 1 o 7 leképezés olyan
multiplikativ linearis funkcional, melynek magja éppen Z.

Mar csak azt kell belatnunk, hogy ha a ¢, @y karakterek magja megegyezik, akkor
1 = 9. Mivel ha két linearis funkcional magja megegyezik, akkor 6k linearisan fiiggoek,
igy létezik olyan c skalar, hogy ¢1 = cps. Figyelembe véve, hogy minden karakter az
egységelemet 1-be viszi, kapjuk, hogy ¢ = 1.

A bizonyitas ezzel teljes.
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1.5.8. Tétel. Az x € A elem pontosan akkor nem invertalhatd, ha belefoglalhato az A

valamely mazimadlis idedljiba. Tetszéleges x € A elemre
o(z) = {p(x) : p € A}.

Bizonyitas. Haxz benne van egy valddi idealban, akkor nyilvan nem invertalhato.
Megforditva, ha x nem invertalhatd, akkor az Ax ideal valodi, hiszen nem tartalmazza az
egységelemet. Ezért © € Ax C 7 valamely Z maximalis idedlra.

Legyen most x € A tetszéleges. Ekkor x — A1 pontosan akkor nem invertalhaté, ha
benne van valamely maximalis idedlban, azaz benne van valamely karakter magjaban. fgy

A € o(z) pontosan akkor ha 0 = o(z — A1) = @(x) — X valemely ¢ € A esetén.

1.5.9. Tétel. Az A karaktereinek halmaza zdrt részhalmaza A* egységgombjének a
gyenge*-topoldgidban. fgy A gyenge*-kompakt halmaz.

Bizonyitas. Azt tudjuk, hogy A benne van A* egységgombjében (1.5.2. Meg-
jegyzés). A zartsdghoz legyen (p,) karakterek egy olyan nettje, ami konvergél a gyenge*-
topolégiaban a ¢ linedris funkcionalhoz. Mivel a gyenge*-topoldgia dltal indukalt kon-
vergencia éppen a pontonkénti konvergencia, igy kapjuk, hogy ¢ multiplikativ linearis
funkcional és ¢(1) = 1. Kovetkezésképpen ¢ € A. Az A kompaktsiga kovetkezik az A*
egységgombjének kompaktsdgabol (Banach-Alaoglu tétel).

1.5.10 . Definicié. Az A karaktereinek A halmazét elldtva a gyenge *-topolégisval az A

strukturaterének nevezzik.

1.5.11. Tétel. Tetszbleges x € A esetén legyen

Ekkor az x — 1 leképezésre teljesulnek a kovetkezok:

A

(1) linedris, multiplikativ leképezése A-nak C(A)-ba;

(2) az & (x € A) figgvények dltal alkotott részalgebrdja C(A)-nak tartalmazza a kons-
tans fugguényeket és szepardlja A pontjait;

(3) ||z|| = r(z) minden x € A esetén.

Bizonyitas. Mivel az x — 2 leképezés nyilvanvaléan linedris és multiplikativ, igy
az (1)-ben szereplé allitashoz csak azt kell belatni, hogy 2 folytonos fiiggvény A-n. Ez

azonban vildgos a strukturatér topolégidjanak definiciéja miatt. A (2)-hoz vegyiik észre,
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hogy 1 az azonosan 1 fiiggvény, illetve, hogy ha #(yp) = (1) minden = € A esetén, akkor
o(x) = Y(z) (x € A), amibél p = ¢ kovetkezik. A (3) allitds az alabbiakbdl addédik
|2]] = sup |2(¢)| = sup [p(z)| = sup [A| =r(z).
peA peA Aeo(z)

1.5.12. Definicio. A fenti x —— z leképezést Gelfand-transzformacionak nevezzik, z-et

pedig az x Gelfand-transzformaltjanak hivjuk.

1.5.13. Definicié. Az A maximadlis idedljainak metszetét az A (Jacobson-féle) ra-
dikéljdnak nevezziik és rad (A)-val jeloljiik. Ha A radikélja triviélis, azaz rad (A) = {0},
akkor A-t féligegyszertinek hivjuk.

1.5.14. Kovetkezmény. A radikdlja megegyezik az A Gelfand-transzformdcidjanak

magjdval. A pontosan akkor féligegyszerti ha a Gelfand-transzformdcidja injektiv.

Bizonyitas. Mivel

zerad(A) <=z ckerp (pe d) <= i(p) =0 (p € A) <= & =0,
igy kapjuk az allitast.
1.5.15. Kovetkezmény. Azx € A pontosan akkor eleme A radikdljdnak, ha o(x) = {0}.

Bizonyitads Az allitds abbdl adédik, hogy o(x) = {0} akkor és csak akkor, ha
¢(z) = 0 minden ¢ € A esetén, ami egyenértékii avval, hogy o(x) = {0}.

1.5.16. Kovetkezmény. Legyen B egy (nem feltétlenil kommutativ) egységelemes
Banach-algebra és legyenek x,y € B egymdassal felcserélhetd elemek. Ekkor

rz+y) <r(x)+r(y), rlxy) <r(@)r(y).

Bizonyitas. Jelolje By az x,y,1 altal generalt kommutativ részalgebrajat B-nek.
Ekkor By Gelfand-transzformaciéjat tekintve kapjuk, hogy

re+y) =z +yll =12+ gl < |2l + 9] = r(z) +7r(y).
A szubmultiplikativitasra vonatkozé allitas teljesen hasonléan lathatd be.

1.5.17. Tétel. Legyen X kompakt Hausdorff-tér. A C(X) Banach-algebra mazimdlis
1dedljai éppen az

I, ={f € C(X) : f(z) =0}
alaki halmazok, karakterei pedig éppen az f — f(x) alaki leképezések, aholx € X. Létezik
olyan ¢ : C/’(Y) — X homeomorfizmus, melyre f = fo¢ (f € C(X)). Tehdt C(X)
strukturatere homeomorf X-szel, és a C/()?) = X beazonositis mellett C(X) Gelfand-

transzformdcioja az identitds.
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Bizonyitas. Mivel Z, 1-kodimenziés idedl C'(X)-ben, igy maximalis. Megforditva,
legyen Z C C(X) maximalis ideédl. Vildgos, hogy minden f € Z eltiinik az X valamely
pontjaban. Megmutatjuk, hogy van egy olyan kézos pont, melyben minden f € 7 eltiinik.
Ha nem igy lenne, akkor X minden x pontjahoz létezne olyan f, € Z fiiggvény, melyre
fz(x) # 0. Ekkor létezik olyan U, kérnyezete xz-nek, melyben f, seholsem tiinik el. Ezen
U.-ek egy lefedését adjak X-nek, amibdl az X kompaktsaga miatt kivalaszthatd véges
részlefedés. Tekintsiik a kapcsolodo f,, ..., f., € Z fliggvényeket. Vilagos, hogy az

fiiggvény seholsem tiinik el. Ekkor viszont ¢ invertalhaté eleme a C'(X)-nek, ami ellent-
mond az Z idedl valddi voltanak. Tehat van egy olyan x pont, melyben minden f € 7
fliggvény elttinik. Ekkor Z C 7, amibdl 7 maximalitdsa miatt kapjuk, hogy 7 = Z,.
Legyen ¢ tetszéleges karaktere C'(X)-nek. Ekkor létezik olyan =z € X, melyre
kerp = Z,. Jelolje p, a kovetkezd karaktert: o.(f) = f(z) (f € C(X)). Ekkor
ker ¢ = ker ¢,. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy ¢ = ¢,. Tekintsiik az x — ¢, leképezést.
Az el6z6ekbdl adoddan ez egy sziirjektiv leképezése X-nek C’/()?)—re. Az Uryson-lemmat
felhasznalva adédik, hogy tetszdleges x # y pontok esetén 1étezik olyan f € C'(X), melyre
f(z) # f(y). Ezért az elébbi 1éképezés injektiv is. Mivel a strukturatér topologidja
éppen a pontonkénti konvergencia topolégidja, ezért leképezésiink folytonos bijekcio két
kompakt Hausdorff-tér kozott, aminek ezért inverze is folytonos. Jelolje most ¢ a fenti

leképezés inverzét. Ekkor
F((9) = o(f) = f(p)

teljesiil minden ¢ € C/()?) és f € C(X) esetén. A bizonyitdsa evvel teljes.

1.5.18. Megjegyzés. Tekintsiik az L'(T) ~ L'[0,27] kommutativ Banach-algebrét a
konvolicié miiveletével (vegyiik észre, hogy ennek nincs egységeleme). Az aldbbiakban
meghatarozzuk ezen algebra strukturaterét azaz a nemzérus karaktereinek terét (ami nem
egységelemes algebrik esetén lokélisan kompakt Hausdorff-tér) és Gelfand-transzformaci6jét.
Legyen ¢ nemzérus karakter. Mivel ¢ folytonos linearis funkciondl (ez igaz a nem

egységelemes Banach-algebrak esetében is), igy 1étezik olyan h € L*°(T) fiiggvény, melyre
2
e(f)= [ JOrOdut)  (fel)

0

(1 a normalizalt Lebesgue mérték a [0,27]-n). Felhaszndlva ¢ multiplikativitdsét, a

Fubini-tételt, és u mod 27 eltolasinvariancidjat, kapjuk, hogy

//f t+sdtds—/ / £ Vh(s)dtd s
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minden f,g € L' esetén. Ebbdl kovetkezik, hogy h(s)h(t) = h(t + s) majdnem minden
t,s-re (az Osszeadds mod 27 értendé). Feltehetd, hogy ezen egyenlet minden ¢, s € [0, 27|
teljesiil. Ezen fliggvényegyenlet korldtos mérhetd megolddsai pedig éppen az e, (t) = ™
(t € [0,27],n € Z) fiiggvények.

fgy minden ¢ karakterhez létezik olyan n € Z, melyre

2

o(f) =enlf)= | f)e™dpu(t) (felL').

0

Konnyen lathaté, hogy minden ¢,, karaktere az L'-nek. Tekintsiik a ¢ : n — ¢,, megfelel-
tetést. Az elézéeket is felhasznalva adddik, hogy ez egy bijekcié a Z és L' struktiratere
kozott. Mivel Z diszkrét, igy ezen leképezés folytonos. Az inverz folytonossaga is kénnyen

lathatd. Mivel )

flom) =om)(f) = | ft)e"™dt (feL’)

0
igy mondhatjuk, hogy tetszéleges f L'-beli fiiggvény Gelfand-transzformaltja éppen f

Fourier-egyiitthatéinak sorozataval egyezik meg. A fentiek altalanosabban is igazak,

amint azt a kovetkezo tétel mutatja.

1.5.19. Tétel. Legyen G lokdlisan kompakt kommutativ csoport és tekintsik az L'(G)
csoportalgebrdat, ami egy nem feltétlenil egységelemes kommutativ Banach-algebra (ldsd
1.1.7. Példa). FEkkor L'(G) struktiratere homeomorf G-vel, azaz G dudlis csoportjdval
(ez a G csoport T-be torténd folytonos multiplikativ leképezéseinek halmaza elldtva a kom-
pakt halmazokon egyenletes konvergencia topolégidjdval). Létezik olyan ¢ : L/l(a) - G

homeomorfizmus, melyre
F@ () = [<b1(7)](f)=/Gf(t)7(—t)du(t) (f € LY(G)).

fgy mondhatjuk, hogy tetszéleges f € LY(GQ) figgvény Gelfand-transzformdltia megegyezik
az f Fourier-transzformdltjaval. Ezért a Gelfand-transzformdcio a Fourier-transzformdcio

daltaldnositdsa.
1.5.20. Tétel. A W Wiener-algebra (1.1.8. Példa) struktiratere homeomorf T-vel.
Bizonyitas. Legyent € [0,2n] és definidljuk

e(f) = f@)  (feW).

Ekkor ¢; nyilvdn karakter. Legyen most ¢ karaktere W-nek. Mivel az s — € és s +— 7%
fiiggvények normaja 1, igy ¢-szerinti képiik 1-nél kisebb vagy egyenlé abszolut értéki,

mig szorzatuk képe éppen 1. Innen kovetkezik, hogy létezik olyan t € [0, 27[, melyre

eit — g0<€is>
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(itt e’ fiiggvényt jelol). Mivel ha f € W, akkor f(s) = 3., f(n)e™® és ezen sor konvergens

W normajaban, igy

p(f) =Y fn)ee™)" =" fn)e™ = f(t) = @(f)  (feW).

Kénnyen latszik, hogy a t — ¢, leképezés bijekci6 a [0, 27 és W kozott. Tekintsiik ezek
utdn a z — Qae. leképezését T-nek a W struktdraterére. Vildgos, hogy ez injektiv és
folytonos. Mivel kompakt Hausdorff-terek kozotti folytonos bijekcié homeomorfizmus,

kapjuk az allitast.

1.5.21. Kovetkezmény. (WIENER-LEVY) Tegyiik fel, hogy f € W seholsem tinik el.
Ekkor 1/f e W.

Bizonyitads. Azelézd tétel miatt az f € W spektruma éppen a f értékkészlete.
Innen kapjuk, hogy f invertdlhaté W-ben, azaz létezik olyan g € W, melyre fg = 1.
Innen 1/f = g € W kovetkezik.

1.5.22. Tétel. Az A(D) disk-algebra (1.1.6. Példa) struktiratere homeomorf D-vel.

Bizonyitas. Tetszbleges zo € D esetén a ¢, : f — f(z9) karakter. Ha ¢ karakter,
akkor ¢(z) € D (itt z-vel a D identikus fliggvényét jeloljiik). Val6ban, mivel minden
karakter norméja 1, ezért |p(z)| < [l¢||]|z]] = 1. Jeldlje zp = ¢(z). Ha belatjuk, hogy a
polinomok stirtin vannak A(ID)-ben, akkor innen kapjuk, hogy ¢ megegyezik az f — f(z)
karakterrel. Allitdsunk igazoldsahoz legyen f € A(D). A Cauchy-tétel miatt

/ f(2)2z"dz=0 (n e NU{0})

minden 0 < 7 < 1 esetén, ahol 7,.(t) = re” (¢t € [0,27]). Az r — 1 hatdrdtmenetet véve
kovetkezik, hogy
f(2)z= Vg2 =0 (n=-1,-2,...).
st

Mivel

1 2 ] ) 1
—/ fleMe ™ ™™Mdt = — / f(2)z= Vg2 =0 (n=-1,-2,...),
2m 0 7
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igy f negativ Fourier-egyiitthatoi nullak. Fejér tételét felhasznalva kapjuk, hogy f egyen-
letesen approximalhaté polinomokkal az egységkor keriiletén. A maximum-tétel miatt
ezen approximalhatésag fenndll a teljes D halmazon is. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy
f egyenletesen approximalhaté polinomokkal a ID-n.

Végezetiil, hasonléan az el6z6 bizonyitasokhoz, konnyen belathato, hogy a D pontjai

és A(D) karakterei kozott a z — ¢, leképezés homeomorfizmus.



1.5. Kommutativ Banach-algebrak Gelfand-elmélete 26

1.5.23. K6vetkezmény. Legyen fi,..., f, € A(D), olyan, hogy minden z € D-re f;(z) #
0 valamely i = 1,...,n esetén. Ekkor léteznek olyan g1,... g, € A(D) figgvények,

melyekre
Jigr+ .o+ fagn = 1.

Bizonyitas. Az figi+. . .+ fng, alaki dsszegek (g1, . .., g, € A(D)) idedlt alkotnak. Ha
ez valodi lenne, akkor benne lenne egy maximalis idealban, s igy egy karakter nullterében.
De az el6z6 tétel miatt ekkor kovetkezne, hogy lenne egy olyan pont, ahol ezen fiigvények
mindegyike eltiinik, ami ellentmond az allitasban szerepld feltételnek. fgy a fenti idedl

megegyezik A(D)-vel, ahonnan kapjuk az allitast.

1.5.24. Megjegyzés. Jelolje H*(U) a korlatos holomorf fiiggvények Gsszességét az U
nyilt egységkorlapon. Ez a sup-normaval egy kommutativ Banach-algebra. Vildgos, hogy
a @, : [ — f(z), 2z € U leképezések karakterei H*(U)-nak és a z +— ¢, leképezés
homeomorf bedgyazasa U-nak H*(U) struktiraterébe. Az a kérdés, hogy vajon U képe
stiri-e a szobanforgd strukturatérben, igen hires probléma, amit Korona Probléméanak
neveznek. Ennek igenlo megvalaszolasa L. Carleson nevéhez flizodik. Ha nem egyszeresen
Osszefiiggd tartomany folotti H>°-algebrat tekintiink, akkor a kérdés mind a mai napig

megvalaszolatlan.

1.5.25. Tétel. Legyen X Tyihonov-tér (teljesen reguldris Hausdorff-tér). FEkkor létezik
olyan X kompakt Hausdorff-tér, ami stri részhalmazként tartalmazza X-et, s ami ren-
delkezik avval a tulajdonsdggal, hogy minden f : X — C korldtos folytonos figgvény
kiterjeszthetd folytonosan a X -re. A BX teret X Stone-Cech kompaktifikdltjdnak ne-

vezzik.

Bizonyitas. Jeldlje Cp(X) az X-en értelmezett korlatos folytonos komplex-érté-
ki figgvények Banach-algebrdjat. Jeloje SX ennek strukturaterét. Vilagos, hogy #X
kompakt Hausdorff-tér. Az x — ., p.(f) = f(z) (f € Cp(X)) leképezés folytonos in-
jektiv leképezése X-nek FX-be (az injektivitas az Uryson-lemma kovetkezménye). Legyen
(xo) egy nett X-ben, z € X és tegyiik fel, hogy f(x,) — f(z) minden f € C,(X) esetén.
Ismét felhasznalva az Uryson-lemmat, ebbdl x, — = kdvetkezik, ami azt mutatja, hogy az
x — p, inverze is folytonos. Ezen leképezés értékkészletének stirtiségéhez legyen F' olyan
folytonos fliiggvény SX-en, ami eltiinik a p,-eken. A C*-algebrakkal kapcsolatban tanul-
ni fogjuk (2.2.2. Tétel), hogy az 6 Gelfand-transzformacidjuk izometrikus izomorfizmus
a strukturatéren értelmezett folytonos fliggvények terére. fgy létezik olyan f € Cy(X),

melyre F' = f . Innen

OIF(@x):f((pw)ISDz(f):f(x) (SL’EX)
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miatt kapjuk, hogy f = 0, amibol F' = 0 kovetkezik. Ebbol kapjuk X strtiségét 3X-ben.
Ha f € Cy(X), akkor f € C(8X) és f(p.) = f(x) (x € X). Tehat f az f kiterjesztésének
tekintheté SX-re. A bizonyitas ezzel teljes.

1.5.26 . Definicié. Az A kommutativ egységelemes Banach-algebrat uniform algebranak
nevezzilk ha mint algebra izomorf (de nem feltétleniil izometrikus) egy X kompakt
Hausdorff-téren vett C'(X) algebra valamely zéart részalgebrajival, ami tartalmazza a

konstans fiiggvényeket.

1.5.27. Tétel. Legyen A kommutativ eqységelemes Banach-algebra. Ekkor a kévetkezd

allitdsok ekvivalensek:

(1) A uniform algebra;

(2) ||z||* < C||2?|| (z € A) valamely C > 0 konstanssal;

(3) ||z|| < Cr(z) (z € A) valamely C > 0 konstanssal;

(4) a spektrdalsugar teljes norma A-n;

(5) a Gelfand-transzformdcic injektiv és képtere zart C’(/l)—bcm.
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (2) fenndll. Teljes indukciéval belathaté, hogy

[ < C** |2

Innen 2"-edik gy6kot véve, majd a spektralsugar-formulat alkalmazva kapjuk (3)-at. Isme-
retes, hogy tetszéleges Banach-algebraban kommutalo elemeken a spektralsugar szubad-
ditiv és szubmultiplikativ (1.5.16. Kévetkezmény). Ezért kommutativ Banach-algebran
a spektrélsugar algebra szeminorma. Ha (3) igaz, akkor r az eredeti norméval, ||.]-
val ekvivalens norma, s gy teljes. Igy kapjuk (4)-et. Ha (4) teljesiil, akkor ||Z|| =
r(z) = 0-bél x = 0 kovetkezik, ami a Gelfand-transzformécié injektivitdsat jelenti.
Mivel a Gelfand-transzformacié képtere izometrikusan izomorf mint Banach-tér az A-
val ha azon a spektralsugarat mint normat tekintjiik, ezért a szébanforgd képtér teljes,
azaz zért C(A)-ban. Tehat ebben az esetben (5) teljesiil. Az (5) = (1) implikécié
nyilvdnval6. Az (1)-et feltételezve, azaz ha A uniform algebra, akkor van olyan X kom-
pakt Hausdorff-tér és B C C(X) zart részalgebra, melyre létezik ¢ : A — B algebra-
izomorfizmus. Vildgos, hogy r(z) = rg(¢(x)), ahol 5 jeldli a B részalgebrara vonatkozd

spektralsugarat. A spektralsugar-formuldt alkalmazva B-re illetve C'(X)-re, kapjuk, hogy
ra(¢(z)) = r(¢(x)) = ||#(z)]|. Tehds

r@) =@ (zc A
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Ebbél pedig adddik a (4). Mivel r(z) < ||z|| mindig teljesiil, igy ha (4) igaz, akkor az
identikus operdtor korlatos linedris leképezés (A, ||.||)-r6l (A,r(.))-re. Innen a korlatos

inverzrél szolé tétel miatt kapjuk, hogy ezen két norma ekvivalens, azaz
x| < Cr(z)  (z€A)

valamely C' > 0 konstans esetén. Ez éppen a (3)-ban szerepld &llitas. Végiil, (3)-at
feltételezve, a spektralsugar-formulardl szol6 tétel (1.2.8. Tétel) miatt r(x) < ||22]|'/?, igy

kapjuk (2)-t. Ezzel a bizonyitas teljes.

1.5.28 . Definicié. Az A kommutativ egységelemes Banach-algebrat fiiggvényalgebranak
nevezzilk ha izometrikusan izomorf (mint algebra) valamely X kompakt Hausdorff-tér
felett vett C'(X) algebra valamely zart részalgebrajaval, mely tartalmazza a konstans

fliggvényeket és szepardlja X pontjait.

1.5.29. Tétel. Legyen A kommutativ eqységelemes Banach-algebra. A pontosan akkor
fiigguényalgebra, ha teljesiil rd, hogy ||2*|| = ||z||* (z € A).

Bizonyitas A szikségesség nyilvdnvald. Legyen most A olyan, hogy [|z?%|| =
|z||* (x € A). Ekkor teljes indukciéval belathatd, hogy ||22"] = [|z]|*" (z € A). A
spektralsugar-formula miatt innen r(x) = ||z|| (z € A) kévetkezik. Az 1.5.11. Tétel miatt
a Gelfand-transzformacio izometrikus izomorfizmus, igy képe zart részalgebraja C(.,Zl)—

nak. Ujb(’)l az 1.5.11. Tételre hivatkozva kapjuk, hogy A fiiggvényalgebra.

1.5.30. Definicié. Legyen X kompakt Hausdorff-tér és A C C(X) részalgebra (nem
feltétleniil zart), ami tartalmazza a konstansokat és szepardlja X pontjait. Az () # E C X

zart halmazt A hatdranak nevezziik, ha
1fle = sup |f(z)] = sup |f(z)] = [ f]
el zeX
teljesiil minden f € A esetén.

1.5.31. Lemma. Legyen A olyan mint az el6z6 definicicban. Ha Ey hatdra A-nak és
xo & Ey tetszdleges, akkor létezik olyan U nyilt kornyezete xo-nak, melyre E\ U hatdra

A-nak minden E hatdr esetén.

Bizonyitas. Tetszéleges y € Ey esetén létezik olyan f, € A folytonos fliggvény,

melyre

fy(xo) =0, |fy(y)| = 2.
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A{z € X : |fy(2)] > 1}, y € Ep halmazok nyilt lefedését adjdk Eyp-nak, ezért
kivalaszthato bel6lik egy véges {z € X : |f, (2)] > 1}, k = 1,...,n részlefedés. Le-

gyen
U={zeX :|f,(x)|<1}n...n{zeX : |f,.(2)] <1}

Ekkor U nyilt kornyezete xg-nak.
Legyen E hatdra A-nak. Ha E '\ U iires, akkor F' C U és

[ fulle < 1 fullo <1 <2 <|fyll-

Ezért E\ U # (. Ha F \ U nem hatédr, akkor van olyan f € A fiiggvény, melyre
L=|fll > I flle\v- Legyen M = max{||fy,||,---, || fy.|l}- Létezik olyan N € N, melyre

1N oM = Hng\UM < 1.

Ezért
(Y f)@) <1 (e E\U)

de ezen egyenlotlenség U definicidja miatt U-n is teljestil, tehat

LY foll = 1Y fulle < 1.

Ha ey € Ej olyan pont, melyre |f(eo)] = ||f|| = 1, akkor kapjuk, hogy |f,, (eo)| =
|(fN fu)(e0)| <1, k=1,...,n. Ebbdl kovetkezik, hogy ey nincs benne a

{zeX |f,(2)|>1}, k=1,....n
halmazok egyikében sem, ami ellentmonddas. Ezért E'\ U hatar, s ezzel a bizonyités teljes.

1.5.32. Tétel. (SiLov) Legyen A olyan mint az el6z6 lemmdban. Ekkor A hatdrainak

metszete is hatdr.

Bizonyitas. Jelolje S az A hatarainak metszetét. Legyen f € A. Definialjuk

K={zeX - |fl=I[f)}

Azt allitjuk, hogy K NS # (. Ha nem {gy lenne, akkor tetszbleges zy € K elemre
xog ¢ Ey valamely Ey hatér esetén. Legyen U,, az el6z6 lemméban szerepld kornyezete
xo-nak. Mivel K nemiires kompakt halmaz, igy kivilaszthaté véges sok olyan Uy, , x, € K
k =1,...,n halmaz, ami lefedi K-t. Mivel X hatdra A-nak, igy X\ U,, is hatdr, ahonnan
kovetkezik, hogy (X \ U,,) \ Uy, is hatar, stb. Végiil kapjuk, hogy X \ (U,, U...UU,, ) is
hatédr. Ez azonban ellentmond K definiciéjanak és annak, hogy U,,,...,U,, lefedi K-t.

Az allitas ezek utan nyilvanvalo.
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1.5.33. Definici6é. Az el6z8 tételben szerepld hatdrok metszetét az A Silov-hatdrdnak

nevezzik.

1.5.34. Megjegyzés. Ha X kompakt Hausdorff-tér, akkor C'(X) Silov-hatdra X. Az
A(D) disk-algebra Silov-hatéra T. Az el6bbi allitas az Uryson-lemmabdl, az utébbi pedig

a maximum-tételbdl kovetkezik.

1.6 Algebrak reprezentacioéi, a Jacobson-radikal

Jelen szakaszban A egy egységelemes komplex algebrat (nem feltétleniil Banach-algebrat)

jelol.

1.6.1. Definicié. Legyen X egy legaldbb 1-dimenziés vektortér. Jelolje L(X) az X-en
értelmezett Gsszes linedris operator algebrajat. Ha 7w : A — L(X) multiplikativ linedris
leképezés, akkor azt mondjuk, hogy 7 egy reprezentacidja A-nak X-en. A 7-t irreduci-
bilisnek nevezziik, ha m # 0 és a m(A) operatoralgebranak nincs nemtrividlis invaridns

altere.

1.6.2. Tétel. Legyen m az A irreducibilis reprezentdcidja az X wvektortéren. Ekkor
7(1) =1 és n(A) = X tetszbleges 0 # & € X esetén. (Ez utébbi dllitdst igy is megfogal-
mazhatjuk, hogy irreducibilis reprezentdcionak minden nemzérus vektor ciklikus vektora.)

Megforditva, ha m-nek az X minden nemzérus vektora ciklikus vektora, akkor m irre-

ducibilis.

Bizonyitas. Legyen 7 irreducibilis reprezentacié. Mivel w(1)? = 7(1%) = =n(1),
igy m(1) idempotens. Ennek értékkészlete invarians altere m(A)-nak. Ez a kovetkezd

egyenloséghdl kovetkezik:

m(a)(r(1)¢) = 7(a-1)§ = (1 - a)§ = w(1)(7(a)s).

Az irreducibilitds miatt 7(1) értékkészlete vagy {0} vagy X. Az el6bbi eset nem fordulhat
el6, mivel ekkor (1) = 0 lenne, amibél 7 = 0 kévetkezne. Ezért a 7(1) idempotens
értékkészlete X, amib6l 7(1) = I adddik.

Legyen 0 # £ € X. Vildgos, hogy a m(A)¢ altér invarians altere m(.A)-nak. Ezért vagy
m(A)¢ = {0} vagy m(A)¢ = X. Az el6bbi eset nem allhat fenn, mivel 7(1)§ = £. Kapjuk
tehat, hogy & ciklikus vektor.

Tegyiik most fel, hogy m-nek minden 0 # ¢ € X vektor ciklikus vektora. Vildgos,
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hogy m # 0. Ha {0} # M C X invaridns altere 7(.A)-nak, akkor vilasztva egy tetsz6leges
0 # & € M vektort, kapjuk, hogy m(A){ C M. Mivel £ ciklikus vektor, adédik, hogy

M = X. Innen kapjuk, hogy 7 irreducibilis reprezentacio.

1.6.3. Definicio. A P C A idealt primitivnek nevezziik, ha megegyezik az A valamely
irreducibilis reprezentaciéjanak magjaval.
Az A algebrét primitivnek hivjuk, ha {0} primitiv idedl, azaz ha A-nak van injektiv

irreducibilis reprezentacioja.

1.6.4. Megjegyzés. Legyen X Banach-tér és A a B(X) operdtoralgebra egy olyan
részalgebrija, ami tartalmazza a B(X) minden véges rangu elemét. Ekkor A-t standard
operatoralgebranak nevezziik. Konnyen latszik, standard operatoralgebra primitiv, hiszen

az identitas egy irreducbilis reprezentaciéja A-nak X-en.
1.6.5. Jelolés. Ha £ C A balidedl, akkor jeldlje (£ : A) az

(L:A)={ac€eA:aACL}
maédon definidlt idealt.

1.6.6. Megjegyzés. Legyen L valodi balideal A-ban. Tetszoleges a € A esetén legyen
L,z = axz (x € A), ahol T jeloli az x mellékosztalyat az A/L faktortérben. Konnyen
latszik, hogy L, minden a € A esetén joldefinidlt (ehhez kell, hogy £ balideal) linedris
operétor az A/L vektortéren, tovabbd az a — L, leképezés egy reprezenticidja A-nak.
Ezt az £ balidedl altal indukalt bal reguléris reprezentaciénak nevezziik. Konnyen lathato,
hogy ezen reprezentacié magja éppen (L : A).

A fenti reprezentacié pontosan akkor irreducibilis, ha £ maximalis balideal. Valéban,
ha £ maximadlis, akkor tetszéleges © ¢ L esetén az Az + L balidedl sziikségképpen az egész
A. Ebbdl kovetkezik, hogy tetszdleges t € A-ra a ax = ¢ egyenlet megoldhaté a-ra, azaz
van olyan a € A melyre L,T = ¢. Tehdt az A/L tetszbleges nemzérus vektora ciklikus
vektora a bal regularis reprezentacionak, ami ezért irreducibilis. Az &llitas megforditasa

hasonléan lathatoé be.

1.6.7. Allitas. Legyen m az A irreducibilis reprezentdcicja az X wvektortéren. Ekkor
tetszoleges 0 # € € X esetén

I ={a€ A : m(a)¢ =0}

maximdlis balidedl A-ban.
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Bizonyitas. Az konnyen lathat6, hogy a fenti halmaz balidedl. Mivel 1 ¢ Z¢, ezért
6 valédi idedl. A maximalitashoz legyen b ¢ Z.. Ekkor m(b)§ # 0 és az 1.6.2. Tételbdl
adédéan w(Ab)¢ = X. Ezért tetszbleges t € A esetén létezik olyan a € A, melyre
m(ab)é = w(t)¢, azaz ab —t € Z,. Ebbol rogton kapjuk, hogy Ab + Z, = A. Az I

maximalitdsa innen azonnal addédik.

1.6.8. Tétel. Tetszoleges P C A idedlra P pontosan akkor primitiv, ha létezik olyan
L C A mazimdlis balidedl, melyre P = (L : A).

Bizonyitas. Az el6z6 megjegyzésbol adédik az elegendbség. Legyen most P C A
primitiv idedl és legyen 7w : A — L(X) irreducibilis reprezentaci6, melynek magja P.
Ha 0 # 2 € X tetszOleges vektor, akkor az Z, maximalis balidedlra (1asd 1.6.7. Allités)
P = (Z, : A). Valéban, m(a) = 0 akkor és csak akkor ha m(a)r(t)x = 0 minden t € A

esetén.

1.6.9. Tétel. Primitiv ideal megegyezik az ot tartalmazo maximalis balidedlok met-

szetével.

Bizonyitas. Legyen P primitiv idedl. Ha « ¢ P, akkor van egy olyan 7 irreducibilis
reprezentacidja az A algebranak egy X vektortéren, melyre 7(z) # 0. Ekkor létezik olyan
¢ € X nemzérus vektor, hogy 7(z)¢ # 0. Tehat x nem eleme az 7, maximélis balidedlnak

(lasd 1.6.7. Allitas). Az llitds visszamaradé része trividlis.

1.6.10. Definicié. Az A Jacobson-radikaljan az A Osszes primitiv idedljanak a metszetét
értjiik. Jelolése: rad (A). Ha rad (A) = {0}, akkor A-t féligegyszertinek nevezziik.

1.6.11. Tétel. Az A Jacobson-radikdlja megegyezik az A mazimalis balidedljainak a
metszetével.

Bizonyitas. Mivel minden primitiv ideal az 6t tartalmazé maximalis balidealok
metszete, igy rad (A) tartalmazza az Osszes maximalis balidedl metszetét. Mésrészt ha
x € rad (A) akkor tetszéleges £ maximalis balidedlra x € (£ : A). Ezért z A C L,
ahonnan x € L kovetkezik tetszoleges £ maximalis balidealra.

1.6.12. Megjegyzés. A fenti tétel miatt a Jacobson-radikalnak az 1.5.13. Definicioban

és az 1.6.10. Definiciéban adott fogalma kommutativ Banach-algebrék esetén egybeesik.
1.6.13. Tétel. Az A radikdljdra fenndll, hogy

rad (A) = {x € A : 1 — 2z invertdlhatd minden z € A esetén}

={z € A : 1— zz invertilhaté minden z € A esetén}.
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A tétel bizonyitdsahoz sziikségilink lesz az alabbi lemmakra és allitasra.

1.6.14. Lemma. Tetszdleges x,y € A esetén 1 — xy pontosan akkor invertalhatd, ha

1 — yx wnvertdlhato.
Bizonyitas. Legyen 1 — xy invertalhaté és jelolje u az inverzét. Ekkor
(1 —yz)(1 +yur) = 1+ yuxr — yxr — yryuxr =

1+ ylu—1—zyu)r =1+ y((1 —zy)u— 1)z = 1.
Hasonldan lathaté be, hogy (1 4+ yuz)(1 — yx) = 1.

1.6.15. Lemma. Ha L C A olyan balidedl, melyre 1 — x balinvertdlhato minden x € L

esetén, akkor 1 — x invertdlhato minden x € L esetén.

Bizonyitas Legyen x € L. Ekkor van olyan y, melyre (1 — y)(1 — x) = 1.
Ebbol yr — x — y = 0 kdvetkezik. Ezért y € L és igy 1 — y-nak van jobbinverze. Mivel
1 —y-nak van balinverze is, kapjuk, hogy 1 —y invertalhatd, ami maga utan vonja az 1 —x

invertalhatosagat.

1.6.16. Allitas. Ha £ C A walddi balidedl, akkor £ benne van az A eqy mazimalis
balidedljaban.

Bizonyitas. Vilagos, hogy valédi balidedl nem tartalmazza az egységelemet. Ebbol

a megallapitasbol és a Zorn-lemmabdl adodik az allitas.
1.6.17. Lemma. Ha z € rad (A), akkor 1 — x invertdlhatd.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 1—x nem balinvertdlhaté. Ekkor 1—x benne van A(1—
x) valédi balidedlban, ami belefoglalhaté egy £ maximadlis balidedlba (1.6.16. Allités).
Mivel z € rad(A), igy az 1.6.11. Tétel miatt x € L, s ezért 1 € L is teljesiil, ami
ellentmondds. Tehdt a rad (A) balidedl minden « elemére 1 — x balinvertalhat6. Innen az

1.6.15. Lemma felhasznéldsaval adédik az allités.

Az 1.6.13. Tétel bizonyitdasa. Ha x € rad(A), akkor zz € rad (A) minden z € A
esetén, s ezért 1 — zx invertdalhaté (= € A). Tegyilik most fel, hogy x ¢ rad (A). Ekkor van
olyan 7 : A — L(X) irreducibilis reprezentacid, melyre m(x) # 0. Ha 0 # £ € X olyan,
hogy m(x)¢ # 0, akkor 7 irreducibilitdsa miatt 1étezik olyan z € A, melyre 7(z)m(z)§ =

= 7m(1)§. Innen 7(1 — zz){ = 0 kovetkezik, ahonnan kapjuk, hogy 1 — zx nem lehet

invertalhato.
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1.7 Banach-algebrak reprezentacioi

A fejezet tovabbi részében A egységelemes Banach-algebrat jelol.
1.7.1. Allitas. Az A mazimdlis balidedljai zdrtak.
Bizonyitéas. Lasd az 1.5.6. Allitds bizonyitdsat.

1.7.2. Allitas. Az A primitiv idedljai zdrtak, igy rad (A) is zart.
Bizonyitas. Az 1.6.9. Tételbol kovetkezik.

1.7.3. Tétel. Az A radikdlja megegyezik az A Banach-terek korldtos linedris operdtainak

algebrdin torténo irreducibilis reprezentacior magjainak metszetével.

Bizonyitas. Az A radikdlja egyenl6 az A primitiv idedljainak metszetével. Ha P
primitiv ideal, akkor az 1.6.8. Tétel miatt P = (L : A) valamely £ maximalis balidedlra,
ami az 1.6.6. Megjegyzés miatt egyenlé az A-nak az A/L linedris operatorain vett bal
regularis reprezentdcié magjaval. Mivel £ maximaélis, igy £ zart. Tehét .A/L Banach-tér,
és konnyen belathatd, hogy a balszorzas operatorok mind korlatosak. A bizonyitas evvel

teljes.
1.7.4. Tétel. Az A radikdljdra

rad (A) = {z : o(zx) ={0}} ={z : o(xz) ={0}}
={z : r(zx) =0} = {z : r(zz) = 0}.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy = € rad (A) pontosan akkor teljesiil ha 1 — zx invertalhatd
minden z € A esetén (1.6.13. Tétel). Ez avval egyenértékii, hogy zz — A invertalhaté
minden z € A4 és 0 # A € C esetén, ami pontosan akkor all fenn ha o(zx) = {0}. A

masodik egyenldség teljesen hasonléan lathaté be.

1.7.5. Tétel. Legyen x € A. Ekkor x spektruma megegyezik az
U{U(W(x)) c 7 A— B(X) irreducibilis reprezentdcid valamely X Banach-tér
korldtos linedris operdtorain}

halmazzal.
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Bizonyitas. Mivel irreducibilis reprezentaciénal az 1 képe I, igy elegendo6 azt meg-
mutatni, hogy = pontosan akkor invertdlhaté, ha m(z) invertdlhaté minden, a tétel meg-
fogalmazasaban szerepld reprezentdciora. A sziikségesség nyilvanvalé. Az elegend6séghez
tegyiik fel, hogy m(z) minden esetben invertdlhaté de x nem invertalhatd. Tegyiik fel,
hogy x balrél nem invertdlhaté. Ekkor x benne van egy £ maximalis balidealban. Le-
gyen 7 a bal reguldris reprezentdcidja A-nak A/L-en, ami irreducibilis reprezentécié az
A/L Banach-tér korldtos linearis operdtorainak algebrdjan (1dsd 1.6.6. Megjegyzés). Mi-
vel m(z)1 =T = 0, igy adédik, hogy m(z) nem invertalhaté, ami ellentmondés. Az x tehét
balrol invertalhaté. Jelolje y az x balinverzét és legyen xy — 1 = u. Ezen u vagy eleme az
A radikaljanak, vagy nem. Ha u € rad (A), akkor 1+ u invertalhaté (1.6.13. Tétel), tehdt
xy invertalhatd, amibdl kovetkezik x jobbrdl invertdlhatdésdga. Ha u ¢ rad (A), akkor a
1.7.3. Tétel miatt van olyan 7 irreducibilis reprezentaciéja A-nak egy Banach-tér korlatos
linedris operatorain, melyre 7(u) # 0. Mivel u = zy — 1, igy ux = xyxr —x =x — x = 0.
Tehét m(u)mw(x) = 0. Mivel azonban 7(z) feltételiink szerint invertdlhatd, igy m(u) = 0

adodik, ami ellentmondés. A bizonyitéds evvel teljes.

1.7.6. Tétel. (ScHUR) Legyen X Banach-tér és m : A — B(X) irreducibilis repre-
zentacio. Ekkor w(A) kommutdnsdra B(X)-ben teljesiil, hogy

m(A) = CI.

Bizonyitads. Vildgos, hogy m(A) zart részalgebraja B(X)-nek. Legyen 0 # T € B(X)
olyan operator, ami felcserélheté minden 7(x) (x € A) operédtorral. Kénnyen adédik, hogy
T értékkészlete és magja invaridns altere m(A)-nak. Az irreducibilitas miatt 7" sziirjektiv
és injektiv. Ezért T invertalhaté B(X)-ben. Mivel Tr(z) = w(x)T (z € A), igy T~'-
gyel valé balrdl illetve jobbrél torténd szorzds utdn adédik, hogy T € w(A)". Tehdt a
7(A)" Banach-algebra minden nemzérus eleme invertalhaté. Innen a Gelfand-Mazur tétel
(1.2.10. Tétel) bizonyitasa miatt kovetkezik az allités.

1.7.7. Kovetkezmény. Kommutativ Banach-algebra minden irreducibilis reprezentdci-

oja Banach-téren 1-dimenzios.

Bizonyitads. Schur tétele és a kommutativitds miatt minden 7(x) skalar operator

X-en. Innen az irreducibilitds miatt X 1-dimenzios.

1.7.8. Tétel. (JacoBsoN sURUSEGI TETEL) Ha 7 : A — B(X) folytonos irreducibilis
reprezentdcio, akkor tetszoleges xq, ..., x, € X fuggetlen vektorrendszer és y1,...,y, € X

esetén létezik olyan a € A, melyre

m(a)zy = y1,. .., m(a)T, = Yn.
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Bizonyitas Han =1, akkor az allitas kovetkezik az 1.6.2. Tételbol.

n > 1 esetén a bizonyitas tobb lépésben torténik. Eloszor azt latjuk be, hogy ha
x1, 29 € X fliggetlen vektorok, akkor van olyan a € A, melyre m(a)z; = 0,7(a)zs # 0.
Tegyiik fel indirekt, hogy m(a)x; = 0 maga utén vonja, hogy m(a)xs = 0. Az 1.6.7. Allftés
jeloléseivel ez azt jelenti, hogy Z,, C Z,,. Mivel ezen balidedlok maximalisak, igy meg-

egyeznek. Jeldlje ezen kozos balidedlt £ és tekintsiik az A/L Banach-teret. Legyen
Ti(a) =7w(a)ry és Ty(a)=mn(a)rz (a € A).

Kénnyen belathaté, hogy 71,7 : A/L — X joldefinialt korlatos linedris operator A/L-
en. Ezek mindegyike injektiv és a 7 irreducibilitasa miatt sziirjektiv is. Tekintsiik a
T,T7* € B(X) operdtort. Kapjuk, hogy egyrészt

m(a) Ty T ' (b)ay = w(a)Thb = 7(a)m(b)zy = 7(ab)xs,
masrészt

T r(a)m(b)xy, = ToTy r(ab)z, = Thab = w(ab)xy (a,be A).

Mivel w(b)z; (b € A) az irreducibilitds miatt befutja az X-et, igy kapjuk, hogy
TyT; ' € m(A). Schur tétele miatt ToT; ' € CI. Ezért Ty = A1) valamely nemzérus
A skaldrra, amibdl azt kapjuk, hogy m(a)xs = Aw(a)z; minden a € A esetén. Innen a = 1
valasztasaval kapjuk, hogy x; és x4 linearis fliggoek, ami ellentmondas. Tehat van olyan
a € A, melyre 7(a)x; = 0 és m(a)xs # 0.

Lassuk most be, hogy ha z,,...,z, € X fliggetlen vektorrendszer, akkor 1étezik olyan
a € A melyre

m(a)x; =0,...,m(a)x,—1 = 0,7(a)z, # 0.

Ez n = 2 esetén igaz, hiszen ezt bizonyitottuk be az el6zéekben. Feltessziik, hogy
allitasunk igaz n — 1-re és belatjuk, hogy ekkor igaz n-re is. Az indukcids feltevés miatt

létezik olyan a € A, melyre
m(a)ry =0,...,7(a)r,—o = 0,7m(a)x,—1 # 0.

Ha 7(a)x,_1 és w(a)x, fuiggetlenek, akkor a bizonyitds el6z6 része miatt taldlhaté olyan
b € A melyre
w(b)m(a)r,—1 =0 és w(b)m(a)z, # 0.

Ekkor ba valasztdsival készen vagyunk. Ha most 7(a)x,—; és m(a)z, linedrisan fiiggdek,
akkor valamely A skalarra fenndll, hogy Aw(a)x,—1 = 7(a)x,. Mivel x1,... , x, o, Ax,_1 —

x, is linearisan fiiggetlen, igy az indukcids feltevés miatt 1étezik olyan b € A, melyre

w(b)x; =0,...,7(b)x,_—2 = 0, \m(b)z,,—1 — 7w(b)x, # 0.
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Ha 7(b)z,—1 = 0, akkor készen vagyunk. Tegyiik fel ezért, hogy w(b)x,—; # 0. Ha
w(b)x,_1 és m(b)z, fliggetlen, akkor hasonléan az el6zéekhez, ismét készen vagyunk.
Tegyiik fel ezért, hogy pm(b)x,_1 = =w(b)x, valamely p skalarra. Mivel Amw(b)z, 1 —
m(b)x, # 0, igy p # A. Mivel m(b)z,,—1 # 0, ezért a 7 irreducibilitdsa miatt létezik olyan
c € A, melyre

m(e)m(b)x,—1 = 7(a)x,_1.

Legyen most d = ¢b — a. Ekkor
m(d)zy =0,...,7(d)xp_o = 0,7(d)xy,_1 =0
(ez utébbi egyenléség d valasztasa miatt all fenn) és
m(d)x, = m(c)n(b)x, — w(a)x, = pr(c)n(b)x,_1 — Ar(a)r,_1 =

pum(a)x,—1 — Ar(a)x,—1 = (p — N)m(a)x,—1 # 0.
Ezzel a bizonyitas masodik 1épésében megfogalmazott allitast belattuk.
A tétel allitdsara térve, minden ¢ = 1,...,n esetén van olyan a; € A, hogy a
m(a;)xy, ..., m(a;)x, kozil pontosan a 7(a;)x; nem zérus. Az irreducibilitds miatt van
olyan b; € A, melyre 7 (b;)m(a;)x; = y;. Tekintsiikk most a bya; + ...+ bya, elemét A-nak.

Ez rendelkezik a tételben megfogalmazott tulajdonsaggal.

1.7.9. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy Jacobson tételébdl a folytonossagi feltétel el-
hagyhat6. Be lehet ugyanis latni, hogy A minden irreducibils reprezentaciéja valamely
Banach-tér korlatos operdtorainak algebrajan automatikusan folytonos (lasd [4, Theorem
7, 128. oldal]).

1.8 Derivaciok és automorfizmusok

1.8.1. Definici6é. Legyen A egy algebra. A d: A — A linedris leképezést derivaciénak
nevezziik, ha

d(zy) = (do)y + z(dy)  (z,y € A).
1.8.2. Példa. Konnyt latni, hogy ha a € A tetszoleges elem, akkor a
dy(z) = ax — za (x € A)

moédon értelmezett leképezés derivacié. Ezt az a altal generalt belsd derivacionak ne-

vezzik.
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Az is egyszeriien leellenorizhetd, hogy az A algebra derivaciéinak halmaza Lie-algebra,

azaz derivaciok Osszege és skaldrszorosa, valamint a d, ds derivaciok Lie-szorzata, azaz a
[dl,dg] = d1 o dg - dg O d1
modon definialt leképezés is derivacié.

1.8.3. Példa. Legyen A egységelemes algebra és legyen a € A nem algebrai elem, azaz
olyan, melyre 1,a,a?, ... linedrisan fiiggetlen. Legyen B az 1,a elemek 4ltal generalt

részalgebra és legyen d : B — B a kovetkezoképpen definidlt
d(Xo 4+ Ma+ ...+ Xa") = A\ + 2 00 + ... +nra" L
Ekkor d derivacié B-n, ami nem bels6, hiszen B kommutativ és d # 0.

1.8.4. Allitas. Legyen d derivdcio az A algebrdn. Ekkor

@) =Y ([ @ o) e,

k=0

Ha (d?)(x) = 0, akkor (d")(z™) = n!(dx)".

Bizonyitas. Az allitas elso része teljes indukcioval konnyen belathaté.
Tekintsiik most a masodikat. Ha d(dz) = (d?)(x) = 0, akkor teljes indukciéval kapjuk,
hogy d(dx)* =0 (k € N). Legyen n > 2. Tegyiik fel, hogy d"~ (2" !) = (n — 1)!(dz)""L.

El8z6 észrevételiink miatt d™(z" ') = 0. Az 4llitds elsd részébél kovetkezik, hogy

d*(z") = d"(zz" ) =

(et (et (2 st (Jarie-

0+...+0+ ( )(dx)d"—l(x”—l) + 0 = n!(dx)™.

n—1
1.8.5. Definicié. Legyen A egy algebra. A ¢ : A — A linedris leképezést automorfiz-
musnak nevezziik, ha multiplikativ bijekci6. Ha A egységelemes és a € A invertalhatd,
akkor a

bo(z) = ara™ (x € A)

moédon definidlt leképezés automorfizmus, amit az a altal generdlt bels6é automorfizmusnak

nevezink.
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1.8.6. Definicié. Legyen A Banach-algebra. Jeldlje Aut(A) az A folytonos automor-
fizmusainak csoportjat. Legyen a : R — Aut(A) folytonos fiiggvény és tegyiik fel, hogy
a(t+s) = a(t)a(s) (t,s € R). Ekkor azt mondjuk, hogy a az A folytonos automorfizmusa-
inak egy folytonos egyparaméteres csoportja. A szokasoknak megfelel6en, a tovabbiakban

a(t) helyett inkabb az ay jelolést hasznaljuk.

1.8.7. Tétel. Legyen A Banach-algebra. Az A tetszéleges d folytonos derivdcidja esetén
tekintsiik az o : t — €' (t € R) leképezést. Ekkor o az A folytonos automorfizmusa-
inak eqy folytonos egyparaméteres csoportja. Tovdbbd a d — o transzformdcié bijekcid
az A folytonos derivacidinak halmazardl az A folytonos automorfizmusai folytonos egypa-

raméteres csoportjainak halmazaira.

Bizonyitas. Legyen d az A folytonos derivaciéja. Konnyen lathaté, hogy az
al(t) = e (t € R) médon értelmezett o fiiggvény folytonos és értékei invertdlhaté

folytonos linedris transzforméciok A-n. Legyen x,y € A. Ekkor

(o) = 3 b en) = 33 () araieds) =

n=0 n=0 k=0

S5 () () - £ o) £ o) -

n=0
(") (@) () (y).
Innen kovetkezik, hogy a?(t) automorfizmus. Az a(t + s) = ad(t)a’(s) Osszefiiggés az
exponencialis fiiggvény tulajdonsagaibol adodik.

Az éllitas masodik részéhez jelolje log a log1 = 1 feltétellel normalt logaritmusagat
a komplex szamsik 1 kozépponti egységnyi sugart nyilt D korlapjan, azaz legyen log az
a holomorf fiiggvény D-n, melyre €°6% = z és log1 = 0. Konnyen adédik, hogy ekkor
log 2™ = nlogz (z € D). Innen kovetkezik, hogy tetszéleges Banach-algebra tetszéleges
olyan x elemére melyre x, 2" spektruma a fenti korlapban helyezkedik el, teljesiil, hogy

logz — 2 Legyen most o az A folytonos automorfizmusainak egy

log 2™ = log x, valamint e
folytonos egyparaméteres csoportja. Ekkor ay = I miatt létezik olyan 0 < € < 1 szam,
melyre |t| < € esetén ||[I — ay|| < 1. Ebbdl kovetkezik, hogy ilyen t-kre az a; spektruma
D-be esik, azaz definidlhat6 a §(t) = log oy transzformdci6, ami folytonos t-ben. Han € N

olyan, hogy |nt| < ¢, akkor kapjuk, hogy
d(nt) =log ay,; = logay = nlogay = nd(t).

Innen koénnyen adédik, hogy 0(st) = sd(t) valahdnyszor [t| < € és s € [0,1] N Q. A 0(¢)-
nek t-ben valé folytonossaga miatt kapjuk, hogy a fenti Osszefiiggés teljesiil tetszoleges
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s € [0, 1] szam esetén is. Hamost 0 < t < € tetsz6leges, akkor adddik, hogy a d = (1/t)d(t)
transzformécié nem fiigg ¢-tél. Vildgos, hogy e = e°®) = o, (0 < t < ¢), ahonnan az «

egyparaméteres csoport volta miatt konnyen kapjuk, hogy
e = q (t € R).
Be kell latnunk, hogy d derivacié. Ehhez megmutatjuk, hogy d generatora az o egypa-

raméteres csoportnak, azaz teljesiil, hogy

d—1im &=L
t—0 t

Valéban, mivel

t t
(td)t  (td)? = (td)? _ td?  2d3
t1! t2! t3! to=dd o T T

és ezen sor konvergens minden ¢ esetén, igy a hatvanysor Osszegfiiggvényének folyto-
nossaga miatt kapjuk, hogy ¢t — 0 esetén a jobb oldal hatarértéke éppen d. Lassuk be

ezek utan, hogy d valoban derivacié. Ez az alabbi szamolasbol kovetkezik:

t—0 t t—0

d(zy) = lim Qilzy) = ay = lim (at(x)at(yz Y4 at(xi - wy) = zd(y) + d(x)y.

Mar csak azt kell megmutatni, hogy adott «; folytonos egyparaméteres csoporthoz
tartozé olyan d derivacié, melyre €'Y = a; (t € R) egyértelmiien meghatdrozott. Ez abbdl
adédik, hogy az e, mint t-beli hatvanysor sszegfiiggvénye, egyértelmiien meghatarozza

hatvéanysoranak egyiitthatoit.

1.8.8. Tétel. (SINGER-WERMER) Legyen A kommutativ Banach-algebra és d : A — A
folytonos derivdcid. Ekkor dx € rad (A) minden x € A esetén.

Bizonyitds. Legyen ¢ € A. Mivel Ad folytonos derivécié minden A € C esetén, igy

a 1.8.7. Tétel miatt e folytonos automorfizmus. Ezért minden A\ komplex széamra
z — p(err)

multiplikativ linearis funkciondl, s igy
()] < |-

Ez azt jelenti, hogy rogzitett € A mellett a

A —s p(eMa)
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egész fiiggvény korlatos. Liouville tétele miatt kapjuk ennek konstans voltat, ami azt
jelenti, hogy a \ valtozéra vonatkozé Taylor-sordban a A, A2, ... egyiitthatéi mind 0-k. A
A egyiitthat6janak 0 voltabdl kapjuk, hogy ¢(dz) = 0. Mivel ez teljesiil minden ¢ € A
és © € A esetén, igy az 1.5.8. Tétel miatt o(dxr) = 0. Innen az 1.5.15. Kovetkezmény
figyelembe vételével kapjuk az allitast.

Singer és Wermer azt sejtették, hogy a fenti tétel allitasa akkor is érvényben marad,
ha a folytonossagi feltételt elhagyjuk. Ezt a mintegy 30 évig nyitott problémat végil M.P.
Thomas oldotta meg 1988-ban.

1.8.9. Tétel. (THOMAS) Legyen A kommutativ Banach-algebra. Tetszdleges d : A — A
derivdcio esetén dx € rad (A) (z € A).

1.8.10. Kovetkezmény. A C*[a,b| algebran nincs Banach-algebra norma.

Bizonyitas Az f— f' leképezés derivacio. A C*[a,b] algebra féligegyszeri.
Valéban, az egy adott pontban eltiind elemei maximalis idedlt alkotnak, s ezek metszete
{0}. Ezért, ha algebrénkon lenne Banach-algebra norma, akkor f’ = 0-nak kellene tel-

jesiilni minden f € C'*[a, b] esetén, ami nyilvanvalé ellentmondaés.

1.8.11. Kovetkezmény. Legyen D C C tartomdny. Ekkor H*(D) vagy csak konstans

fugguényeket tartalmaz vagy van benne nem korldtos derivdlttal bird fligguvény.

Bizonyitds. Vildgos, hogy H*(D) kommutativ Banach-algebra. Hasonléan mint
az eléz6 kovetkezményben, lathaté, hogy ez féligegyszerii. Ha tehdt minden H*(D)-
beli fliggvény derivéltja korlatos lenne, akkor Thomas tétele miatt f* = 0 lenne minden
f € H®(D) esetén.

1.8.12. Tétel. (KLEINECKE-SIROKOV-VIDAV) Legyen A egy Banach-algebra, d : A —
A folytonos derivicio és v € A. Ha dx és x felcserélhetdek, akkor r(dx) = 0.

Bizonyitas. Csak belsé derivaciokra bizonyitjuk. Az altalanos esethez sziikség lenne
Banach-algebra un. kett0s centralizatorai algebrdjanak fogalmara. A teljes bizonyitasért
lasd példaul [16, 6.4.11. Proposition]. Legyen tehat d valamely y € A elemhez tartozd
belsd derivacié. Ekkor a dyx és x felcserélhetdségébdl egyszerti szamoldssal adédik, hogy
(d2)(y) = 0. Az 1.8.4. Allités miatt kapjuk, hogy (d)(y") = n!(duy)". Mivel dyz = —d,y,

ezért,

r(dyr) = r(dyy) = lim || (doy)" | = T (nl) =] (d3) (y™) 1" < Tin(nl) = dal]ly]| = 0.

Vilagos, hogy az eléz6 tételbol kovetkezik a Singer-Wermer tétel.
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1.8.13. Tétel. (JOHNSON-SINCLAIR) Legyen A féligegyszerii Banach-algebra. Ekkor A

minden derivdcioja folytonos.
Bizonyitas. Léasd pl. [16, 6.4.19. Corollary].

1.8.14. Tétel. (JOHNSON) Legyenck A és B Banach-algebrdk, és tegyik fel, hogy B
féligegyszerii. Ekkor minden ¢ : A — B sziirjektiv homomorfizmus automatikusan folyto-

nos.
Bizonyitas. Lasd pl. [2, Corollary 5.5.3].

1.8.15. Megjegyzés. A legegyszeriibb operatoralgebrak és fliggvényalgebrak derivacioi
és automorfizmusai konnyen megadhaték az alabbiak szerint.

Ha X Banach-tér, akkor B(X) minden derivaciéja belsé, azaz tetszéleges d : B(X) —
B(X) derivacié felirhat6

d(T)= AT —TA (T € B(X))

alakban valamely A € B(X) operatorral. Hasonléan, B(X) minden automorfizmusa is
bels6. Nevezetesen, ha XY Banach-terek és ¢ : B(X) — B(Y) izomorfizmus, akkor

létezik olyan A : Y — X invertalhatd korlatos linearis operator, melyre
o(T)=ATA™" (T € B(X)).

A bizonyitasokat illetéen lasd [6].

Fiiggvényalgebrakra vonatkozéan pedig a kovetkezok ismertek. Ha XY kompakt
Hausdorff-terek, ¢ : C(X) — C(Y) olyan homomorfizmus, melyre ¢(1) = 1, akkor létezik
olyan ¢ : Y — X folytonos fiiggvény, melyre

o(f)=fop (feC(X)).

Ha ¢ izomorfizmus, akkor ¢ homeomorfizmus.
Ami a C(X) derivécidit illeti, Thomas fenti tétele miatt C'(X)-en nincs nemzérus

derivacio.
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2 ("-algebrak

2.1 Alapfogalmak

2.1.1. Definicié. Legyen A komplex algebra. A % : A — A leképezést involiciénak
nevezziik A-n, ha
(i) (z+y) =" +y5
(i) (\z)* = Az*;
(iil) (xy)* =yz™;

(iv) =™ = x;

teljestil minden z,y € A és A € C esetén. Egy [Banach-| algebrét [Banach-] x-algebranak
neveziink, ha adott rajta egy involicié. Az A Banach x-algebrat C*-algebranak nevezziik,

ha teljesiil ra az
lo*a| = [lz]*  (x €A (2.1)

Osszefiiggés.

A fejezet soran végig csak egységelemes (*-algebrakkal foglalkozunk.‘

2.1.2. Megjegyzés. A fenti definicié egyszerii kovetkezménye, hogy tetszoleges C*-
algebraban 1* =1 és ||1]| = 1.

2.1.3. Megjegyzés. A '70-es években tobb éven keresztiil volt nyitott probléma az
a kérdés, hogy a C*-algebrak axiomarendszere vajon fliggetlen-e. Végleges valaszt,
mégpedig nemlegeset, Sebestyén Zoltdannak sikeriilt adni, aki megmutatta, hogy komplex
algebréan minden olyan szeminorma, ami rendelkezik az (2.1)-ben szerepl6 tulajdonsdggal,

automatikusan szubmultiplikativ.

2.1.4. Példa. Legyen X egy kompakt Hausdorff-tér. A C'(X) fiiggvényalgebra a kon-
jugdalassal mint involicidval és a sup-norméaval kommutativ C*-algebra. Ha H Hilbert tér,
akkor a B(H) operatoralgebra az adjungalassal mint involuciéval és az operatornormaval

C*-algebra, ami nem kommutativ, ha dim H > 1.

2.1.5. Definicié. Legyen A egy C*-algebra és h,x,u € A. Azt mondjuk, hogy

(i) h 6nadjungélt, ha h* = h;
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(ii) = normadlis, ha z*x = zz*;
(iil) w unitér, ha v*u = uvu* = 1.

2.1.6. Megjegyzés. Ha x € A tetszOleges, akkor x eléall x = h + ik alakban, ahol
h,k € A énadjungalt. Valéban, legyen h = (1/2)(z + 2*) és k = (1/2i)(z — z*).

Vegyiik tovabba észre, hogy unitér elem normaja 1.

2.1.7. Tétel. Legyen A eqy C*-algebra. Ekkor a kovetkezd dllitdasok igazak.
(i) |||l = ||=*|| teljesil minden x € A esetén.
(ii) Ha h € A énadjungdlt, akkor e unitér.
(iii) Ha h € A énadjungdlt, akkor o(h) C R.
(iv) r(z*z) = ||z||* tetszbleges x € A esetén. Ha x € A normdlis, akkor r(x) = ||x||.

(v) Ha xz,y € A normdlis, akkor A(o(x),0(y)) < ||z —yl|, gy a spektrum egyenletesen

folytonos a normdlis elemek halmazdn (lasd az 1.4. szakaszt).

Bizonyitds Mivel ||| = ||z*x| < |z*|||z|, {gy ||| < ||z*||. Ha itt = helyébe z*-ot
frunk, akkor kapjuk a madsik irdnyu egyenlétlenséget, azaz ||x*|| < ||z||. Ezzel belattuk
(1)-et.

A (i1)-hoz legyen h € A 6nadjungalt. Az exponencidlis fliggvény hatvénysorat tekintve
konnyen latszik, hogy ha u = e, akkor u* = e~. Ezek utédn a holomorf fiiggvénykalkulus
tulajdonsagaibdl mar azonnal adodik, hogy u*u = uu* = 1.

Legyen most h € A énadjungélt. Tegyiik fel, hogy a + i € o(h), a, f € R, 5 # 0.
Legyen k = (1/8)(h—al). Ekkor k = k* ési € o(k). Innen adddik, hogy (k+iA1)— (iA+
i)l = k — 71 nem invertalhaté. Mivel a spektrélsugéar kisebb vagy egyenlé a norménal,
ezért |\ + 1| = [iA +1i] < ||k + iA1]|. Ebbd tetszbleges A € R esetén

A+ 1)? < ||k +iA11? = ||(k +iAD)*(k + i\ || = [[k* + A1)

Mivel |[k? + A21]| < ||k?|| + A?, {gy azt kapjuk, hogy 2\ + 1 < ||k?|| (A € R). Ez azonban
nyilvéanvald ellentmondés, s igy adédik (#ii).

A spektrélsugar-formula miatt kapjuk, hogy
r(z*x) = lim ||(z*2)"||Y™ = lim || (z*2)?" || /%".

V2" = ||z||?. Ezért r(z*z) = ||z||* teljesiil. Legyen most

Konnyti 14tni, hogy ||(z*z)*"

r € A normélis. Mivel a spektralsugar a felcserélhet6 elemeken szubmultiplikativ, igy



2.1. Alapfogalmak 45

|z||*> = r(z*z) < r(z*)r(z) = r(x)®. Azonban r(z) < |z|| tetszéleges elemre teljesiil,
ahonnan az r(z) = ||z|| 6sszefiiggést kapjuk.

Lassuk végiil az (v) bizonyitasat. Tegyiik fel indirekt, hogy A(o(x),o(y)) > |z —
yl|. A Hausdorff-tavolsdg definiciéja miatt az altalanossag megsértése nélkiil feltehetd,
hogy létezik olyan A\ € o(z), melyre dist (A, 0(y)) > ||z — y||. Az 1.3.16. Tétel miatt
dist (A, o(y)) = 1/r((y — A\1)71). Mivel y normdlis, {gy kapjuk, hogy

1

[(z = AL) = (y = AD| = |lz —yl| < dist (A, o(y)) = ITEEER

Innen addédik, hogy
Iz = M)y = A~ = 1] < 1,

Ez azonban a 1.2.1. Tétel miatt azt jelenti, hogy (x — A1)(y — A1)~! invertalhaté. Ebbél
az kovetkezik, hogy x — Al is invertalhato, s ez ellentmondas. A tétel bizonyitdsa ezzel

teljes.

2.1.8. Kovetkezmény. Minden C*-algebra féligegyszerii.

Bizonyitas. A radikalnak az 1.7.4. Tételban adott jellemzése szerint
rad (A) ={z : r(zzx) =0(z € A)}.

A 2.1.7. Tétel (iv) része miatt rad (A) = {0}, azaz A féligegyszerti.

2.1.9. Megjegyzés. A 2.1.7. Tétel (iv) részébol azonnal adédik az a fontos észrevétel,
hogy ha egy algebran megadhato6 egy C*-algebra norma, akkor az egyértelmti.
Tovébba (iii) és (iv) OsszevetésébOl kapjuk, hogy tetszéleges h onadjungdlt elem

esetén, o(h) tartalmazza a ||h||, —||h| szdmok valamelyikét.
Az alabbi tétel a C*-algebrak onadjungalt elemeinek metrikus jellemzését adja.

2.1.10. Tétel. (VIDAV-PALMER) Legyen x € A. Ekkor a kovetkezd dllitasok ekvivalen-
sek:

(i) x onadjungdlt;
(ii) || +itz|| = 1+ tw(t) (t € R), ahol lim,_ow(t) = 0;
(111) ||e®]| = 1 minden t € R esetén.

Bizonyitas. Nem bizonyitjuk. Megjegyezziik, hogy a tétel segitségével tetszoleges,

involicioval el nem latott Banach-algebraban is lehetséges értelmezni az onadjungaltsagot.
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2.2 Kommutativ C"*-algebrak

2.2.1. Definicié. Legyenek A és B *-algebrdk. A ¢ : A — B linedris leképezést *-

homomorfizmusnak nevezziik, ha
(i) o(zy) = o(x)o(y);
(i) ¢(z)" = o(z")

teljesiil minden z,y € A esetén.

2.2.2. Tétel. (GELFAND-NAIMARK) Legyen A kommutativ egységelemes C*-algebra és
A az A struktiratere. Ekkor az

v,  i(p) =) (peA)
Gelfand-transzformdcid izometrikus *-izomorfizmusa A-nak C (A)-m.
Bizonyitas A Gelfand-transzformaciorél tudjuk, hogy algebra-homomorfizmus.
Bizonyitsuk be eldszor, hogy megdrzi a * miiveletet. Mivel 6nadjungalt elem spektruma

valds, igy h(p) = (h) € o(h) C R. Tehat h valés fiiggvény. Ha most z € A tetszoleges,
akkor felirhaté z = h + ik alakban, ahol h, k € A 6nadjungélt. Innen kapjuk, hogy

F=htik=h+ik=h—ik=h—ik=z"
Mivel Z norméja éppen az x spektralsugara és A minden eleme normalis, igy a 2.1.7. Tétel

(1v) pontjénak felhasznalasaval adddik, hogy
12]loe = 7(z) = [l

ami a Gelfand-transzformacié izometrikussagat mutatja. Mivel ezen transzforméciéd
értékkészlete olyan részalgebréja C(.fl)—nak, ami szeparalja A pontjait, tartalmazza
az azonosan 1 fliggvényt és oOnadjungalt, igy a Stone-Weierstrass tétel miatt ez a
részalgebra stirit C'(A)-ban. Ezt a transzformdcié izometrikussagaval dsszevetve kapjuk a

sziirjektivitast. A bizonyitas ezzel teljes.

2.3 A folytonos fiiggvénykalkulus

2.3.1. Allitas. Legyen A eqy C*-algebra, h € A énadjungdlt elem. Ekkor eqyértelmiien
létezik olyan izometrikus *-homomorfizmusa C(o(h))-nek A-ba, melynél az azonosan 1
fiigguény képe 1, az identikus fiigguényé pedig h. A fenti leképezés értékkészlete A-nak

azon legszikebb C*-részalgebrdja, ami tartalmazza az 1, h elemeket.
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Bizonyitds. A2.1.7 Tételbdl tudjuk, hogy h spektruma valés. Tetszbleges, a o(h)-n
értelmezett komplex egyiitthatds p polinomhoz rendeljiik hozza p(h)-t. Vildgos, hogy ezzel
a hozzdrendeléssel a fenti polinomok algebrajanak egy *-homomorfizmusat definialtuk A-
ba. A holomorf fiiggvénykalkulusnal megismert spektralleképezési tétel miatt p(o(h)) =
o(p(h)). Mivel p(h) normalis elem, igy norméja megegyezik a spektralsugardval. Ezért
[p(M) || = r(p(h)) = supseony IP(A)| = [Ipllo- Ez azt jelenti, hogy a p +— p(h) leképezés
izometrikus *-homomorfizmus, ami a Stone-Weierstrass tétel miatt egyértelmii médon
terjesztheté ki C(o(h))-ra izometrikus *-homomorfizmussi. Az egyértelmiiség és az

értékkészletre vonatkozo allitas ezek utéan vilagos.

2.3.2. Megjegyzés. A h onadjungaltsagat a Stone-Weierstrass tétel alkalmazasanal
hasznaltuk ki. Ugyanis a komplex sik kompakt részhalmazai esetén a komplex polinomok
nem feltétleniil vannak stirtin a folytonos fiiggvények terében, ellentétben az R kompakt

részhalmazaival.

2.3.3. Tétel. Legyen A eqy C*-algebra és B C A eqy, az egységelemet tartalmazd zart

*.részalgebra. Ha x € B, akkor

O'A(l‘> = O'B(l,‘).

Bizonyitas Legyen x € B. Azt kell megmutatnunk, hogy = pontosan akkor
invertalhaté B-ben, ha invertalhaté A-ban. Mivel a sziikségesség vilagos, igy azt kell
beldtni, hogy z-nek az A-beli invertdlhat6siagabdl kovetkezik, hogy =1 € B. Legyen
elészor x onadjungalt. Mivel 0 ¢ o4(x), a t — ¢! fiiggvény eleme C(o4(z))-nek. A
2.3.1. Allitést felhaszndlva kapjuk, hogy ezen fiiggvény képe (ami éppen x inverze) eleme
B-nek.

Legyen most = € B tetszOleges és tegyiik fel, hogy x invertalhaté A-ban. Ekkor a
bizonyitds elsd része miatt z*x inverze, (z*x)~! = y eleme B-nek. Mivel (ya*)x = 1, igy

kapjuk, hogy 27! = y2z* € B. A bizonyitds ezzel teljes.

2.3.4. Tétel. Legyen A egy C*-algebra, x € A normdlis elem és jelolje C*(x) az 1 és
x altal generdlt kommutativ C*-részalgebrat. Ekkor egyértelmiien létezik olyan izometri-
kus *-izomorfizmusa C(o(x))-nek C*(x)-re, melynél az azonosan 1 fiigguény képe 1, az

identikus fiigguényé pedig x.

Bizonyitas. Nuilvanvald, hogy

C*(z) = {p(x,x*) : p kétvaltozés komplex polinom}. (2.2)
Jelolje X a C*(z) struktiraterét. Megmutatjuk, hogy a

@ — () (2.3)



2.3. A folytonos figgvénykalkulus 48

leképezés homeomorfizmusa X-nek o(z)-re.  Tudjuk, hogy tetszéleges kommutativ
Banach-algebra esetén a karaktereknek egy adott elemen felvett értékei az adott elem
spektrumat futjék be. Igy a fenti leképezés értékkészlete az z-nek C*(z)-re vonatkozé
spektruma, ami viszont a 2.3.3. Tétel miatt éppen o(z). Innen kapjuk az (2.3)-beli
leképezés sziirjektivitdsat. Az injektivitdshoz legyen p(x) = ¥ (x) valamely ¢,¢ € X
karakterek esetén. A karakterek onadjungaltsidga (ami abbdl adédik, hogy kommutativ
C*-algebrik esetén a Gelfand-transzformacié *-izomorfizmus) és folytonossaga miatt kap-
juk, hogy ¢ és 1 megegyezik C*(x)-en, azaz ¢ = 1. A (2.3) leképezés folytonos is,
mivel a karakterek terén a topoldgia a pontonkénti konvergencia topolégiaja. Kompakt
Hausdorff-terek kozotti folytonos bijekcié azonban homeomorfizmus. fgy adddik, hogy a
(2.3) leképezés, azaz & : X — o(§) homeomorfizmus.
Tekintstik ezek utan az

yr—goi!

leképezését C*(x)-nek C'(o(z))-be. Mivel a Gelfand-transzformdcié izometrikus *-izomor-
fizmusa C*(z)-nek C'(X')-be és & homeomorfizmusa X-nek o(z)-re, kapjuk, hogy a fenti
leképezés izometrikus *-izomorfizmusa C*(z)-nek C(o(z))-re. Ezen leképezés inverzét
véve kapjuk az allitasban megfogalmazott leképezés 1étezését.

Az egyértelmiiség a C*(x) szerkezetére a (2.2)-ben tett észrevételbdl adddik a Stone-

Weierstrass tétel segitségével.

2.3.5. Definicio. Az elozd tétel feltételei és jelolései mellett az allitasban szerep-
16 leképezést az x elemhez tartozo folytonos fiiggvénykalkulusnak nevezziik. Ezen

leképezésnél egy tetszdleges f € C(o(x)) fiiggvény képét f(x)-szel jeloljiik.

2.3.6. Megjegyzés. Konnyti megmutatni, hogy a folytonos fliggvénykalkulus a holom-
orf fliggvénykalkulus kiterjesztése az aldbbi értelemben: Ha A egy C*-algebra, r € A
normélis elem és o(z) C U C C nyilt halmaz, akkor tetszbleges f € H(U) esetén f
holomorf fiiggvénykalkulus szerinti képe megegyezik az fi,(,) folytonos fiiggvénykalkulus
szerinti képével. Valoban, a Runge-tétel miatt 1étezik olyan raciondlis fiiggvényekbol allo
(R,) sorozat, ami U kompakt részhalmazain egyenletesen konvergal f-hez és R,, pdlusai
C \ U-ban vannak (n € N). A holomorf fliggvénykalkulus folytonosséagi tulajdonsaga mi-
att R,(x) — f(x). Mivel az R,,(z) mind a holomorf fiiggvénykalkulus, mind a folytonos
fliggvénykalkulus szerinti értelemben ugyanaz az A-beli elem, és Ry, ;) — flo) egyen-
letesen, igy a folytonos fiiggvénykalkulus folytonossaga miatt Ry, y)(2) — fio@) (7). Az

allitas ezutan mar vilagos.

2.3.7. Tétel. (SPEKTRALLEKEPEZESI TETEL) Legyen A egy C*-algebra, v € A normdlis
elem és f € C(o(x)). Ekkor
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tovabbd, ha g € C(o(f(x))), akkor
(g0 f)z) = g(f(2)).

Bizonyitas. Legyen A € C. Ekkor A ¢ f(o(x)) akkor és csak akkor, ha (f — Al)-nek
nincs zérushelye o(z)-ben. Ez pontosan akkor all fenn, ha az f — A1 fiiggvény invertélhaté
C(o(z))-ben. A 2.3.4. Tétel miatt ez pedig azzal ekvivalens, hogy f(x) — Al invertélhaté
C*(z)-ben, ami a 2.3.3. Tétel miatt az (f(z) — Al)-nek A-ban vald invertalhatésigéaval,
azaz A & o(f(x))-szel egyenértékii.

Térjiink most rd4 a méasodik allitdsra. A tétel els6é része miatt (g o f)(z) és g(f(x))
is értelmes. Ha most g(z) = p(z,%Z), ahol p kétvéltozds komplex polinom, akkor a
(go f)(x) = g(f(x)) Osszefiiggés igaz a folytonos fliggvénykalkulus algebrai tulajdonsagai
miatt. A Stone-Weierstrass tétel kovetkeztében azonban a fenti tipusu fiiggvények stirtin
vannak C(f(o(x)))-ben. Igy a folytonos fiiggvénykalkulus folytonossédgara valé hivat-

kozassal kapjuk az allitast.

2.4 A folytonos fiiggvénykalkulus néhany alkalmazasa

2.4.1. Allitas. Legyen A eqy C*-algebra és © € A normdlis elem. Ekkor x pontosan
akkor dnadjungdlt, ha spektruma valos. Az y € A normdlis elem akkor és csak akkor

unitér, ha spektruma része a komplex eqységkornek.

Bizonyitas. Az x spektruma pontosan akkor valds, ha rajta az identikus fiiggvény
egyenlo a konjugaltjaval. Ez pedig a folytonos fiiggvénykalkulus algebrai tulajdonsagai

miatt azzal egyenértékii, hogy = = z*. Az allitas masodik része hasonléan egyszerti.

2.4.2. Definicié. Legyen A egy C*-algebra és x € A. Azt mondjuk, hogy z pozitiv, ha
onadjungalt és spektruma része a nemnegativ valos szamok R, halmazanak. Ekkor az

x > 0 jelolést hasznéljuk. Az A pozitiv elemeinek halmazat A*-szal jeloljik.

2.4.3. Lemma. Legyen h onadjungdlt eleme az A-nak. Ekkor léteznek olyan h*,h~ € A
pozitiv elemek, melyekre h = h* — h™ és hth™ = h~ht = 0.

Bizonyitas. Tekintsik a h-hoz tartozé folytonos fliggvénykalkulusnal az identikus
fiiggvény pozitiv, illetve negativ részének képét és hasznéljuk a fliggvénykalkulus algebrai

tulajdonsagait, valamint a spektralleképezési tételt.

2.4.4. Tétel. Legyen A eqy C*-algebra. Ekkor
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(i) AT zdrt kip;
(i) AT N (=AT) ={0};
(iii) x*x € AY minden x € A esetén.

Bizonyitds Tekintsik elészor az (i) allitdast. Ha a € AT, akkor Aa € AT
nyilvanvaldan teljesiil minden A nemnegativ valds szam esetén. Legyen a,b € A'. Ekkor
a + b énadjungdlt, s igy a 2.1.7. Tétel (iii) része miatt o(a + b) C R. Legyen o = ||al| és
B = ||b]]. Ekkor o(a) C [0,a] és a(b) C [0, 5], tovabba

o(—a+al) C0,q], o(=b+p1) C[0,4].

Mivel 6nadjungélt elem norméja megegyezik a spektralsugaraval (2.1.7. Tétel (iv) része),
igy kapjuk, hogy ||a — al|| = r(—a + al) < « és hasonléan ||b — F1|| < 5. Innen adédik,
hogy

l(@+b) = (a+ Pl < a+p.

Mivel a + b spektruma valds, ezért a fenti egyenlétlenségbdl kapjuk, hogy [A — (o + )| <
a4+ minden A € o(a+0b) esetén. Innen kapjuk, hogy o(a+b) C R, . Ezzel belattuk, hogy
AT kip. A zartsdghoz legyen (a,) egy sorozat AT-ban, ami konvergél az a € A elemhez.
Mivel minden a, onadjungalt, igy az involicié izometrikussaga miatt a is onadjungalt.
A o(a) C R, tartalmazds a spektrum normadlis elemeken valé folytonossagabdl adodik
(2.1.7. Tétel (v) része).

A (i4) allitdshoz legyen a € AN (—A"). Vildgos, hogy o(a) = {0}. Mivel az egyediili
normadlis kvézinilpotens (azaz 0 spektralsugari) elem a 0 (2.1.7. Tétel (iv)), igy a = 0.

A tétel (uii) részéhez tekintsiik az x*x 6nadjungélt elemnek a 2.4.3. Lemma allitdsdban
szerepl6 pozitiv elemek kiilonbségére torténo felbontasat: z*x = u — v. Ekkor uv = vu =

0 miatt vr*zv = —v3. 3

Legyen y = xv. Vildgos, hogy y*y = —v® € — A", ugyan-
is pozitiv elem akarmilyen természetes kitevoji hatvanya pozitiv. Az 1.6.14. Lemma
miatt tetszoleges a,b elem esetén ab spektruménak nemzérus elemei megegyeznek a ba
spektrumdnak nemzérus elemeivel. Ezt alkalmazva kapjuk, hogy yy* € —AT. Ezért
vy + yy* € —A'. Legyen most y = h + ik, ahol h, k € A 6nadjungalt. Ekkor egyszerti
szamolds mutatja, hogy y*y + yy* = 2(h* + k?), ami viszont pozitiv. Innen tételiink el6z6
része miatt kapjuk, hogy y*y+yy* = 0. Mivel h2 +k? = 0, ugyancsak a (ii) miatt kapjuk,
hogy h? = k* = 0, ahonnan h = k = 0. Ezért y = 0, s ebbdl v = 0 adédik. Tehat
*r=u€e A"

A bizonyitas ezzel teljes.

2.4.5. Megjegyzés. Az A 6nadjungdlt elemei kozott a pozitivitas segitségével bevezet-

hetd egy természetes parcidlis rendezés a kovetkezoképpen: Ha h,k € A onadjungilt,
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akkor legyen h < k definicié szerint pontosan akkor, ha k — h pozitiv. A 2.4.4. Tétel

allitasai mutatjék, hogy ezen reldcié reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv.

2.4.6. Tétel. Legyen © € A pozitiv. Ekkor egyértelmiien létezik olyan pozitiv y € A

elem, melyre y?> = x. Tovdbbd y feleserélheté minden, az x-szel felcserélhetd elemmel.

Bizonyitds. Mivel z normélis és spektruma része R, -nak, igy véve a X — v/
fiiggvény folytonos fliggvénykalkulus szerinti képét, olyan y € A elemet kapunk, amelynek
négyzete x. Vildgos, hogy y 6nadjungélt és a spektralleképezési tétel miatt o(y) C R,.
Tehat y > 0.

Az egyértelmiiséghez legyen z € A* olyan, hogy 2> = z. Ekkor za = 2% = xz.
Innen kapjuk, hogy zp(x) = p(z)z teljesiil minden p polinomra. Mivel a gyokfiiggvény
x spektrumén egyenletesen approximélhaté polinomokkal (Stone-Weierstrass tétel), igy
adddik, hogy zy = yz. Tekintsiik most az 1,y, 2z elemek altal generalt kommutativ C*-
részalgebrat, C*(y, z)-t. Mivel y? = 22, igy a Gelfand-transzformdcié tulajdonsdgai miatt
g2 — 22
Kovetkezésképpen y = 2, amibol y = z adodik.

. Tovabba, mivel y, 2z spektruma nemnegativ, igy g,z nemnegativ fiiggvények.

Legyen most a € A olyan, hogy ax = xa. Ekkor a fenti érvelés elsé részét megismételve
kapjuk, hogy ap(z) = p(x)a minden p polinomra, majd pedig, hogy ay = ya. A bizonyitas

ezzel teljes.

2.4.7. Megjegyzés. A fenti tételben szereplo y-t az x pozitiv négyzetgyokének nevezziik
és /x-szel jeloljik. Ha x € A tetszbleges, akkor x*r négyzetgyokét x abszolut értékének

nevezziik és az |x| jelolést hasznaljuk.

2.4.8. Kovetkezmény. Az a € A elem pontosan akkor pozitiv, ha felirhaté a = x*x

alakban valamely x € A esetén.
Bizonyitds. A 24.4. Tétel (iii) pontjabdl és a 2.4.6. Tételbdl kovetkezik.
2.4.9. Tétel. Tetszileges C*-algebra megegyezik unitér elemeinek linedris burkdval.

Bizonyitas Legyen x € A Mivel z felithat6 x = h + ik alakban, ahol
h, k onadjungalt, igy feltehetjiik, hogy x Onadjungalt. A tétel allitasat tekintve az is
feltételezhetd, hogy ||z| < 1. Mivel ekkor o(z) C [—1, 1], a spektréalleképezési tétel miatt
1 — 22 spektruma része R -nak, tehat 1 — 22 > 0. Tekintsiik v/1 — 22-et és legyen

u=x+iv1— 2.

Mivel a 2.4.6. Tétel miatt /1 — 22 felcserélhet6é z-szel, igy egyszerli szdmolds mutatja,
hogy u unitér és

1 *
a:—é(u+u).
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Az el6z6 tétel finomithatd az alabbi mdodon.

2.4.10. Tétel. (GARDNER) Legyen A egy C*-algebra és x € A olyan, hogy ||z| < 1.

Ekkor léteznek olyan uy, ..., u, unitér elemek, melyekre
S+ )
r=—(up+ ...+ uy).
ol
Bizonyitas. Lasd [2, Theorem 6.2.13].

Ebbé6l azonnal adédik az alabbi

2.4.11. Koévetkezmény. (RUsso-DYE) Tetszdleges C*-algebra nyilt eqységgombje benne
van az unitér elemek halmazanak konvex burkaban. fgy a zdart eqységgomb megeqyezik az

unitér elemek halmaza konver burkanak lezdrtjaval.

2.4.12. Tétel. (FUGLEDE) Legyen z,y € A és legyen x normdlis. Ha xy = yx, akkor

Ty = yr*.

Bizonyitas. Mivel \x — (A\x)* tetszbleges A € C esetén felirhaté ih alakban valamely
h € A 6nadjungalt elemmel, igy az

) =07 (A e Q)

médon értelmezett fiiggvény értékei unitérek (2.1.7. Tétel (ii) része) és teljestil rajuk,
hogy f(N\)* = f(=)\). Az x és y felcserélhetdségébdl adddik, hogy ey = yer®. A
fiiggvénykalkulus algebrai tulajdonsagaibdl, a komplex exponencialis fliggvény multipli-

kativitasa miatt kapjuk, hogy

—(Az)”

e ye()\x)* _ e—()\:(:)*e/\a:ye—)\xe()\x)* _ f(A)yf(_A)

fgy a
g(\) = e N yet (AeC)

modon értelmezett differencialhato fliiggvényre adodik, hogy

g1l = 1Ly (< Iy = Tyl

tehat g korlatos. A Liouville-tétel miatt g konstans, mégpedig konstans y. Innen kapjuk,

hogy

yer = Ay (A e ).

Az e -ot hatvanysor alakjidban felirva, a hatvanysor egyiitthatéinak egyértelmiisége mi-

att ebbdl mar kapjuk az allitast.
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2.4.13. Megjegyzés. A fenti gondolatmenet alkalmas annak a formalisan &ltalanosabb
allitasnak a beldtaséara is, miszerint ha z,y € A normalis és z € A olyan, hogy zz = zy,

akkor x*z = zy*.

2.4.14. Tétel. Legyen N normdlis operdtor a H Hilbert-téren. A X komplex szam
pontosan akkor eleme N spektrumdnak, ha minden € > 0 esetén létezik olyan v € H

egyséquektor, melyre |Nxz — A\z|| < €. Az N spektrumdnak izoldlt pontjai sajatértékei
N -nek.

Bizonyitas. Legyen T normalis operator. Ekkor
(T*x, T"x) = (TT'x,z) = (T"Tx,z) = (Tx,Tx)

miatt ||T*z|| = |Tz|| (x € H). Azt allitjuk, hogy T' pontosan akkor invertélhaté B(H)-
ban, ha 7" alulrdl korlatos, azaz létezik olyan ¢ > 0 szdm, hogy ||Tz|| > c||z|| (x € H).
Val6ban, ha T" invertalhaté a B(H)-ban, akkor az

x| = 1T~ Tl < |71 7],

becslésbél kapjuk az éllitas elsé részét. Ha most 1" alulrdl korlétos, akkor ||Tz|| > c||z||
miatt T injektiv és zart értékkészletii. Ez utébbihoz legyen (T'z,) Cauchy-sorozat T'
értékkészletében. A T alulrdl korlatossidga miatt ebbdl azonnal addédik, hogy (z,) is
Cauchy-sorozat, ami H teljessége miatt konvergal egy x € H vektorhoz. Innen T folyto-
nossaga miatt kapjuk, hogy Tx,, — Tx. Tehat T értékkészlete teljes, s igy zart. Mivel T
normalitdsa miatt |T*x| > c||z|| (z € H) is teljesiil, ezért T* is injektiv. Ebbol azonban
a jol ismert (ker T*)* = rngT osszefiiggés miatt kovetkezik, hogy T sfirti értékkészletii.
fgy kapjuk, hogy T bijekcié, ami Banachnak a korlatos inverzrél szolé tétele miatt azt
jelenti, hogy T invertalhaté B(H )-ban.

Ezek utéan, mivel N — AI normalis operator, az elozéek miatt kapjuk, hogy N — A
pontosan akkor nem invertalhaté, ha nem alulrél korlatos, azaz tetszoleges pozitiv e-hoz
van olyan x € H egységvektor, melyre ||[Nx—\z|| < e. A tétel els6 allitdsét ezzel beldttuk.

Ami a mésodik 4llitast illeti, legyen A izoléalt pontja o(N)-nek és tekintsiik az

1, ha z = A,
f(z):{o, ha z # A\, z€ d(N)

médon értelmezett fiiggvényt. A \ izoldltsdga miatt f folytonos o(N)-en. Mivel f = f
és f = f?, igy a folytonos fiiggvénykalkulus tulajdonsigai miatt f(N) egy nemzérus
projekcié, melyre az (id — A1) f = 0 Gsszefiiggés miatt

(N = ADF(N) =0

teljestl. Innen kovetkezik, hogy A sajatértéke N-nek.



2.4. A folytonos fiigguénykalkulus néhdny alkalmazdsa 54

2.4.15. Tétel. Legyen H Hilbert-tér és A € B(H). Az A operdtor pontosan akkor pozitiv,
ha (Az,z) > 0 teljesil minden x € H vektorra.

Bizonyitas Ha A€ B(H) pozitiv, akkor van pozitiv négyzetgyoke B(H )-ban.
Legyen ez B € B(H). Ekkor

(Az,z) = (BBz,z) = (Bz, Bx) > 0.

Az allitdas megforditasahoz tegyiik fel, hogy (Az,z) > 0 teljesiil minden x € H vek-

torra. Ekkor
(Az,x) = (Az,z) = (z, Az) = (A*z, z) (x € H).

Jél ismert, hogy komplex Hilbert-téren ha az S, T lineéris operdtorokra (Sz,z) = (T'z, )
teljestil minden x € H estén, akkor S =T Igy kapjuk, hogy A 6nadjungélt. Ha A € o(A),
akkor a 2.4.14. Tétel miatt létezik egységvektoroknak egy olyan (z,) sorozata, melyre
|Az, — Ax,|| — 0. A Schwarz-egyenl6tlenség miatt ebbdl adddik, hogy (Az,, — Az, x,) —
0. Ezért (Az,,z,) — A. Innen kapjuk, hogy A > 0. Tehat A olyan 6nadjungalt operator,

amelynek spektruma része R -nak. Ez éppen azt jelenti, hogy A pozitiv.

2.4.16 . Definicié. Legyen U korlatos linearis operator a H Hilbert-téren. Ha léteznek
olyan M, N C H zart alterek, hogy

U|M izometria M-r8l N-re, és U|M* =0,
akkor azt mondjuk, hogy U parcialis izometria M-rél N-re.

2.4.17. Megjegyzés. Az el6z6 definicid jeloléseivel nem nehéz megmutatni, hogy U*U
éppen az M-re torténo ortogondlis projekcid, mig UU* az N-re val6 ortogonalis projekcid
operatora.

Az is beldthatd, hogy egy tetszéleges V' € B(H) operdtor pontosan akkor parcidlis

izometria, ha teljesiil ra a VV*V =V 0Osszefiiggés.

2.4.18. Tétel. (POLARIS FELBONTAS) Legyen T € B(H). FEkkor létezik olyan U €
B(H) parcidlis izometria, melyre

T =U|T]. (2.4)

Itt az U egyértelmiien meghatdrozott a ker U = ker T feltétel dltal. Tovabbd ezen parcidlis
izometridra teljesil, hogy U*U|T| = |T|, U*T = |T| ésUU*T = T. A szébanforgd parcidlis

izometridval a (2.4) elédllitdst T poldris felbontdsdnak nevezziik.
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Bizonyitas. Definidljuk U-t a kovetkezéképpen. A |T'| értékkészletén legyen
UlT|x =Tx (x € H).
Az U jéldefinidltsdgahoz megjegyezziik, hogy ker |T'| = ker T'. Ez abbdl kévetkezik, hogy
T |zl* = {|T|e, |T|z) = (T2, 2) = (T"Tz,2) = |Tz|* (x € H).

Ugyanez az egyenl6ség mutatja, hogy U izometrikus |T'| értékkészletén. Ezek utan ki-
terjesztjitk U-t el6szor |T'| értékkészletének lezértjara izometriaként, majd pedig annak
ortogonalis komplementuman 0-ként definialjuk. fgy kapunk egy olyan U parcidlis izo-
metridt, melyre T' = U|T|. Vildgos, hogy ker U = rng |T'|* = ker |T| = ker T'.

Az egyértelmfiséghez megjegyezziik, hogy ha ker U = ker T', akkor ker U = rng |T|*.

Végiil, ha U jeloli a T polaris felbontasdban szereplé parcialis izometriat, akkor a
2.4.17. Megjegyzés miatt U*U a |T| értékkészletének lezartjara torténé ortogonélis pro-
jekci6. Ezért U*U|T| = |T'|, ahonnan U*T = |T'|. Ezen sszefliggés mindkét oldalat balrdl
szorozva U-val adédik, hogy UU*T =T.

2.4.19. Tétel. HaT € B(H) invertdlhatd, akkor a poldris felbontdsdban szerepld parcidlis

1zometria unitér.

Bizonyitas Csak annyit kell belatnunk, hogy |T'| invertdlhaté. Mivel T' in-
vertdlhatd, igy T* is az. Ebb6Sl adédik a T*T = |T'|? invertalhatésiga, amib6l kovetkezik

|T| invertalhatdsaga.

2.4.20. Tétel. (PuTNAM) Legyen Ty és Ty normdlis operdtor a H Hilbert-téren és tegyiik
fel, hogy létezik olyan S € B(H) invertdlhatd operdtor, melyre

Tl - STQS_l.
Ekkor S wvdlaszthato unitérnek. Roviden, hasonlo normdlis operdtorok unitér-hasonloak.

Bizonyitas. A tétel feltételébdl azonnal kovetkezik, hogy T1.5 = STs. A 2.4.13. Meg-
jegyzés alapjan kapjuk, hogy

|S|?°Ty = S*STy, = S*T1S = (T75)*S = (ST3)*S = T15*S = Ty|S|%,

tehdt Ty felcserélhetd |S|*-tel. A 2.4.6. Tétel masodik allitasa miatt Ty felcserélhetd |S|-
sel is. Legyen most S = U|S| az S polaris felbontdsa. Ekkor U unitér, és mivel |S] is

invertalhato, igy

ULU ™ =U|S|To|S|T'U! = SToS™! =T
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2.5 A spektraltétel

2.5.1. Definicié. Legyen (X, B) mérhet6 tér, H Hilbert-tér, E pedig a B egy leképezése
B(H)-ba, melynek értékei projekcidk. E-t spektrdlmértéknek nevezziik, ha teljesiil ra,
hogy

(i) BE(X)=1;
(i) a pey(.) = (E(.)z,y) halmazfiiggvény komplex mérték minden z,y € H esetén.

Ha X kompakt Hausdorff-tér és B az X Borel-halmazainak Osszessége, akkor FE-t re-

guldrisnak nevezziik, amennyiben a p,, mértékek reguldrisak minden z,y € H esetén.

2.5.2. Példa. Legyen (X, B, i) egy mértéktér. Tetszéleges B € B esetén legyen

EB)f=xsf (f€Ln).
Ekkor E spektralmérték.

2.5.3. Tétel. Az el6z6 definicio jeloléseivel a kovetkezo dllitdsok igazak.
(Z) Ha Bl, BQ € B és Bl N BQ = @, akkor E(Bl U BQ) = E(Bl> -+ E(Bg)
(ZZ) Ha Bl,BQ € B, akkor E(Bl N Bg) = E(Bl)E(BQ)

(iii) Ha By, Bs € B, akkor E(By) és E(By) felcserélhetéek, és By N By = () esetén

képteriik ortogondlis eqymdsra.

(iv) Ha (B,,) diszjunkt mérheté halmazok sorozata és x € H, akkor
E(U2 Bz =Y E(B,)z.
n=1

Bizonyitas. A bizonyitast tobb lépésben végezziik el.
El6szor megmutatjuk, hogy ha Bj, By € B olyan, hogy B; C Bs, akkor rng E(B;) C
rng F(Bs). Valéban, legyen x € H olyan, hogy E(B;)x = x. Mivel u, ., pozitiv mérték,

igy annak monotonitasa miatt
|l2]* = (E(B1)z, x) < (E(Bs)x,x) < || B(Ba)al||=|| < [|=]|*,

ahonnan ||E(Bg)z| = ||z|. Mivel E(Bs) projekcid, ebbdl egyszeriien adédik, hogy
E(By)x = z. Igy kapjuk, hogy rng E(B;) C rng E(B,).
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Most megmutatjuk, hogy ha Bj, By € B diszjunktak, akkor E(B;)E(By) = 0. Mivel
e,y additiv minden x,y € H esetén, igy

E(B1UBy) = E(By) + E(B3).
Ezen egyenl6séget jobbrdl szorozva E(Bs)-vel, az eléz6 1épést felhasznédlva kapjuk, hogy
E(Bs) = E(B1 U By)E(By) = E(By)E(Bsy) + E(B>).

Innen kovetkezik, hogy F(B;)E(By) = 0.
Belétjuk, hOgy ha B17 B, € B, akkor E(Bl N BQ) = E(Bl)E<B2) Az

egyenletet F/(Bs)-vel jobbrdl szorozva, a fentiek felhasznalasaval kapjuk, hogy
E(By)E(By) = E(By \ B2)E(By) + E(By N Be)E(By) =0+ E(By N By).

Ezzel belattuk az (i) és (i) allitasokat. A (iii) kozvetlentil addédik (77)-bol.
Bizonyitsuk be végezetiil (iv)-et. Legyen P = E(U,B,) és P, = >/ E(By) =
E(Up_,Bi) (n € N). Ekkor a spektralmérték definiciéja miatt

(Pyx,y) — (Px,y) (x,y € H).

Mivel, amint az a bizonyités elsé részébdl adodik, P, értékkészlete része P értékkészleté-

nek, igy kapjuk, hogy P — P, projekcié minden n esetén. Ezért
(P = P)z|* = (P = Py)w,z) — 0 (x € H),
s evvel a bizonyitas teljes.

2.5.4. Tétel. A 2.5.1. Definicio jeloléseivel, ha f : X — C korldtos mérhetd fligguény,
akkor egyértelmiien létezik olyan A € B(H) operdtor, melyre

<Al',y>:/ fdﬂx,y (iIZ‘,yEH),

X

és [|A|l < ||flloo- Tovdbbd, ha € > 0 és By, ..., B, az X olyan mérhetd felosztdsa, melyre
‘f(t)—f(8)| <e (tstBkak:L”'7n)7

akkor tetszéleges ty, € By, (k= 1,...,n) esetén

A= Ft) BB < e
k=1
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Bizonyitas. Elészor megmutatjuk, hogy a p,, mérték totalis varidcidjara teljesiil

a || ftey
hasznédlva, hogy E értékei projekcidk, a Schwarz-egyenlétlenség és a 2.5.3. Tétel (iii) és

< [lz|||y|| becslés. Legyen (B,) megszamlilhaté mérhetd felosztdasa X-nek. Fel-

(7v) pontja miatt, a Parseval-egyenl6ség figyelembevételével kapjuk a

ZI xyl—Z! \<Z||E )z ([ E(Bn)yll <
ZHE al*)!/ ZHE WYl = Nzl

egyenlStlenséget. Mivel ||u,, || éppen a fenti egyenlétlenség elsd tagjdnak supremuma,
amint (B,) befutja X Osszes megszamlalhaté mérhetd felosztésat, kapjuk a kivant
becslést.

Legyen most f : X — C rogzitett korlatos mérhet6 fliggvény. Tekintsiik a

Bg(x,y) = /deuw (x,y € H)

moédon definidlt fliggvényt. Az

'/X fd pay| <

egyenlStlenség miatt By korlatos sesquilinedris forma. Ez azt jelenti, hogy By az

< ool ll < [l F ol ]

els6 valtozdjaban linedris, a masodikban pedig konjugalt-linearis funkcional, tovabba
|Bf(z,y)| < M|z||||y]| teljesiil valamely 0 < M € R szammal. Ismeretes, hogy min-
den ilyen funkciondl valamely korlatos linearis operator altal generalt, azaz létezik olyan
A € B(H) operator, melyre By(z,y) = (Az,y) (x,y € H). Az A egyértelmiisége vildgos.
Mivel tetszoleges T' € B(H) esetén ||T|| = sup,—yi=1 [{T,y)|, ezért a fentiek miatt
kapjuk, hogy [ A[l < |[f]l-

Az allitas masodik részéhez elOszor is megjegyezziik, hogy

A - thk (B)ll= sup  [((A=)_ f(ts) E(By))z, y)l-

llzl|=llyll=1

Legyenek z,y € H egységvektorok. Jeldlje f,, a >, f(tx)xp, egyszer mérheto fiiggvényt.
Ekkor

(A= () BB, 5)] = \ [ dsas = [ e <

Innen kapjuk az allitast.

<1 = Fallsollpanll < ellz[lllyll-

2.5.5. Definicié. Az el6zo tételben szereplo A operatort az f fliggvény E spektralmérték

szerinti spektréalintegrdljinak nevezziik és [ « fd E-vel jeloljiik.
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2.5.6. Definicié. Legyen A egy C*-algebra. Azt mondjuk, hogy ¢ *-reprezentécidja
A-nak a H Hilbert-téren, ha ¢ : A — B(H) *-homomorfizmus.

2.5.7. Tétel. Legyeneck A és B adott C*-algebrdk. Ha ¢ : A — B *-homomorfizmus,
akkor ¢ folytonos és ||¢|| < 1. Tovdbbd, ¢ pontosan akkor izometrikus, ha injektiv.

Bizonyitas. Legyen h € A énadjungélt. Ekkor ¢(h) is 6nadjungalt. Tekintsiik a

By = ¢(C*(h)) kommutativ egységelemes C*-algebrat (ennek egységeleme ¢(1)). A ¢(h)

normdja megegyezik By-ra vonatkozd spektralsugaraval (2.1.7. Tétel). A spektrum viszont

a karaktereknek az adott elemen felvett értékeibdl allé halmaz (1.5.8. Tétel). Ezért
[o(R)[| = sup [@(¢(h))].

wEBo

Mivel minden ¢ € B’; estén p o ¢ karaktere C*(h)-nak, igy

o(¢(h))] < r(h) = [[A]|.
Innen adédik, hogy ||¢(h)|| < [|h]|. Mivel

le@)II* = llo(z) d()]| = ¢ )|l < ||l2"z]| = [l

teljesiil minden = € A esetén, kapjuk a tétel elsé részét.

Ha ¢ izometrikus, akkor természetesen injektiv. Legyen most ¢ injektiv és h € A
onadjungalt elem. Ekkor ¢ injektiv *-homomorfizmus C*(h)-r6l Bp-ba. A Gelfand-Nai-
mark tétel miatt igy ¢ felfoghaté gy, mint egy C(X) fliggvényalgebrabdl egy C(Y)
fiiggvényalgebraba képezé homomorfizmus, ami az 1-et 1-be képezi. A fiiggvényalgebrak
kozotti ilyen homomorfizmusok alakja viszont jol ismert (lasd 1.8.15. Megjegyzés). Ne-
vezetesen, létezik olyan ¢ : Y — X folytonos fliggvény, melyre ¢(f) = f o ¢ minden
f € C(X) esetén. Mivel ¢ injektiv, igy az Urysohn-lemma miatt konnyen adédik, hogy ¢
strti értékkészleti, s ezért sziirjektiv, ahonnan viszont azonnal kapjuk, hogy ¢ izometria
C*(h)-n. Tehét ||phi(h)|| = ||h|. Ezek utén az 4llités a

lo(@)|* = llo(z)*¢(x)|| = [o(z"2)[| = la"2|| = [l2]*  (z € A)
egyenloséghdl adodik.

A 2.5.9. Tétel bizonyitasaban sziikségiink lesz a kovetkezd Riesz-féle reprezentacids

tételre.

2.5.8. Tétel. (RIESz) Legyen X kompakt Hausdorff-tér. FEkkor C(X) tetszbleges F
korlatos linedris funkciondljahoz egyértelmiien létezik olyan u komplex requldris Borel-

meérték, melyre

F(f) = /X fdu  (f e (X)),
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Az F normdaja megegyezik a p totdalis varidciojdval. A fenti formula minden p komplex
requldris Borel-mérték esetén egy korldtos linedris funkcionalt értelmez C(X)-en.
Végezetil, ha F(f) > 0 teljesil minden f € C(X) nemnegativ figguény esetén, akkor

az F-hez tartozo requldris Borel-mérték pozitiv mérték.
Bizonyitas. Léasd [18, 2.14 Theorem és 6.19 Theorem].

2.5.9. Tétel. Legyen X kompakt Hausdorff-tér, H pedig egy Hilbert-tér. Ha ¢ a C(X)
*-reprezentdcidja H-n melyre ¢(1) = I, akkor egyértelmiien létezik olyan E reguldris

spektralmérték X Borel-halmazain, melyre

o(f) = /X JAE  (f € C(X)). (2.5)

Megforditva, a fenti dsszefiiggés a C(X) egy *-reprezentdcidjdat értelmezi minden E re-
guldris spektralmérték esetén. Eqy A € B(H) operdtor pontosan akkor cserélhetd fel ¢
értékkészletével, ha AE(B) = E(B)A teljesil minden B C X Borel-halmaz esetén.

Bizonyitas. Legyen ¢ : C(X) — B(H) *reprezentacié. A 2.5.7. Tétel miatt ¢

korlatos. Ezért tetszolegesen rogzitett z,y € H esetén a

fr—(o(f)z,y)

leképezés korldtos linedris funkciondl C'(X)-en. A 2.5.8. Tétel miatt minden z,y € H

vektorhoz egyértelmien létezik olyan m, , komplex reguldris Borel-mérték, melyre

@) = [ fama, (e
X
Tetszoleges B € B Borel-halmaz esetén tekintsiik az
(#,y) — may(B) (2.6)

leképezést. Mivel

/X Fdtmarwry = ()@ + 1)) = (6(F)z.y) + (G()2', ) =

/X Fdrmay + /X fdma, = /X Jd(may+my)  (f € CX)),

igy a Riesz-féle reprezentacids tétel egyértelmiliségi része miatt myyqy = Mgy + My y.
Tehat a (2.6)-ban szerepld leképezés az els6 valtozdjaban additiv. Hasonlé gondolat-

menetet kovetve kapjuk, hogy ezen kétvaltozos fiiggvény egy sesquilinedris forma. A
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2.5.8. Tételnek a funkciondlok és a hozzajuk tartozé mértékek normajanak egyenloségére

vonatkozo része miatt kapjuk, hogy

My (B)] < [lmay || = sup {o(Pz )l < llollllz Tyl < =[lllyll,

ahol felhasznédltuk a 2.5.7. Tételt. Tehdt a (2.6)-ban szerepld leképezés korldtos sesqui-

linedris forma, amihez ezért 1étezik olyan F/(B) korlatos linedris operdtor, melyre
(E(B)z,y) =mgy(B)  (z,y € H).

Mivel

/X fdimay = (6(N)z.y) = (@, 6(F)y) = @)y 2) = /X Fdmy, = /X fdm

teljesiil minden f € C(X) fuggvényre, igy m,,, = M, . Ebbdl kévetkezik, hogy az E(B)
operatorok 6nadjungaltak. Legyen most f € C(X) és x € H. Ekkor fdm,, = m, 45,

ugyanis

[ afdme, = (6(9)2.0) = @la).6(F0) = [ g,
X X
minden g € C(X) esetén. Ebbol adédik, hogy

X X X
Innen kapjuk, hogy
mx,y<B/ N B) = mE(B)m,y<B/)a
és igy E(B'N B) = E(B')E(DB) teljesiil tetszbleges B’ C X Borel-halmaz esetén. Ezért F

értékei projekciok. Mivel

(B(X)2, 4) = 1 (X) = /X L., = (1)) = {£,1)

minden =,y € H esetén, igy E(X) = I. Tehat E regularis spektralmérték X Borel-
halmazain és teljesiil rd (2.5). Az E egyértelmiisége a Riesz-tétel egyértelmiiségi részének
kovetkezménye.

Lassuk most a felcserélhet6ségre vonatkozé éllitast. Az A € B(H) operdtor pontosan
akkor cserélhetd fel minden ¢(f)-fel, ha (¢(f)Az,y) = (¢(f)z, A*y) teljesiil minden f €
C(X) és x,y € H esetén. Ez azzal ekvivalens, hogy

/ fdman, = / fdmany  (f € CLX)),
X X

ami pontosan azt jelenti, hogy ma,, = mg A+, azaz

(E(B)AZ,y) = mayy(B) = mq,a+(B) = (E(B)z, A%y)
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teljesiil minden B C X Borel-halmaz és z,y € H esetén. Ez pedig pontosan azzal
egyenértékii, hogy A felcserélheté minden E(B)-vel.
Végezetiil legyen E spektralmérték X Borel-halmazain és tekintsiik a

o(f) = /X fdE

operatort tetszéleges f korlatos Borel-fliggvény esetén. Konnyti latni, hogy ¢ *-
homomorfizmus az egyszerti mérhet6 fliggvények *-részalgebrajan. Mivel minden korldtos
Borel-fiiggvény egyenletesen approximélhato egyszerii fliggvényekkel, igy a 2.5.4. Tételt
felhasznédlva kapjuk, hogy ¢ *-homomorfizmus a korldtos Borel-fliggvények algebrajan,
ami tartalmazza C'(X)-et.

A bizonyitas ezzel teljes.

2.5.10. Tétel. (SPEKTRALTETEL) Legyen N normdlis operdtor a H Hilbert-téren. Ekkor

egyértelmiien létezik olyan E reguldris spektralmérték a o(N) Borel-halmazain, melyre
N :/ Ad E(N). (2.7)
a(N)

Ha G tetszdleges nemiires o(N)-beli nyilt halmaz, akkor E(G) # 0. Egy A € B(H)
operdtor pontosan akkor cserélhetd fel N-nel, ha felcserélhetd E(B)-vel minden o(N)-beli
B Borel-halmaz esetén.

A (2.7)-ben szerepld spektrdlmértéket az N spektrdlmértékének, a fenti elédllitast pedig

az N spektralfelbontdasanak nevezzik.

Bizonyitas Tekintsik az N-hez tartozo folytonos fliggvénykalkulust. FEz *-
reprezentaciéja C(o(N))-nek H-n (2.3.4. Tétel). A 2.5.9. Tétel miatt létezik olyan re-

guldris spektralmérték o(N) Borel-halmazain, melyre
= [ gam e (reco)
o(N

Legyen G egy nemiires o (N )-beli nyilt halmaz. Ekkor van olyan f € C'(0(N)) nemnegativ,
nem azonosan 0 fiiggvény, melyre f < xo. Ha x € H, akkor figyelembe véve, hogy az
(E(.)z, ) mérték pozitiv, kapjuk, hogy (f(N)x,z) < (E(G)z,z). Legyen g = \/f. Ekkor

0<{g(N)z,g(N)x) = (f(N)z,z) < (E(G)z, E(G)x) (v € H).

Mivel g # 0, igy g(N) # 0. Ebbdl a fentiek miatt adédik, hogy E(G) # 0.

Tegyiik fel, hogy A € B(H) felcserélheté N-nel. Ekkor a 2.4.12. Tétel miatt N* is fel-
cserélheté A-val. Ebbél kapjuk, hogy tetszéleges p(z, Z) esetén (ahol p kétvaltozds komplex
polinom) p(N, N*) felcserélhet$ A-val. A Stone-Weierstrass-tétel felhasznalasaval kapjuk,
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hogy f(N) is felcserélheté A-val minden F' € C'(0(N)) esetén. Az eléz6 tétel miatt innen
mar addodik a felcserélhetdségre vonatkozo allitast.

Legyen most E’ egy mésik reguldris spektralmérték o(N) Borel-halmazain, melyre

N:/ A E'(N).
o(N)

A 2.5.9. Tétel miatt a
o(f) = fdE'

o(N)
Osszefliggés egy *-reprezentdcidjat definidlja C(o(N))-nek H-n, ami az azonosan
1 fiiggvényen és az identikus fiiggvényen megegyezik az N-hez tartozo folytonos
fliggvénykalkulussal. Innen a szébanforgd leképezések algebrai és folytonossagi tulaj-
donsdgai miatt a Stone-Weierstrass-tételt felhasznalva kapjuk, hogy ¢(f) = f(IN) minden
f€C(a(N)) esetén. A 2.5.9. Tétel egyértelmiiségi része miatt adédik, hogy E = E'.

A bizonyitas ezzel teljes.

2.5.11. Megjegyzés. Ismert mértékelméleti eredményekbdl kovetkezik, hogy a komplex
szamsik tetszoleges kompakt részhalmazanak Borel-halmazain értelmezett spektralmérték
automatikusan regularis.

Ha U € B(H) unitér operétor, akkor, mivel U spektruma a komplex egységkor része
(2.4.1. Allités), U spektralfelbontésa a kovetkezd alakba frhaté valamely, a [0, 27] Borel-

halmazain értelmezett E reguléris spektralmértékkel:

21
U:/ erd E(N).
0

2.5.12. Tétel. (BOREL-FUGGVENYKALKULUS) Legyen N € B(H) normdlis operdtor és
E az N-hez tartozo spektralmérték. Ekkor az

FV) = / L

mddon definialt f — f(N) leképezés, ahol f tetszéleges korldtos Borel-fiigguény N spekt-

ruman, rendelkezik a kovetkezo tulajdonsdgokkal:
(i) *-homomorfizmus, ami az N-hez tartozé folytonos figguénykalkulus kiterjesztése;
(i) || f(N)]| < ||fllec minden f korldtos Borel-figguény esetén;

(i1i) ha AN = NA valamely A € B(H) operdtorra, akkor Af(N) = f(N)A minden f

korldtos Borel-fugguényre.
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Bizonyitds. A 25.9. Tétel bizonyitdsanak végén mar lattuk, hogy a o(NN) korlatos
Borel-fliggvényeinek algebrajan értelmezett f — f(N) leképezés *-homomorfizmus, ami
a 2.5.10. Tétel bizonyitdsanak végén kozolt gondolatmenet miatt kiterjesztése a folytonos
fiiggvénykalkulusnak.

A (ii) a 2.5.4. Tételbdl adddik.

A (iii)-hoz megjegyezziik, hogy a spektraltétel miatt AN = N A esetén A felcserélhet6
N spektralmértékének értékkészletével. Innen a korlatos Borel-fiiggvények egyszerii
mérhetd fliggvényekkel torténd egyenletes approximalhatosagéat felhasznalva kapjuk az

allitast.
2.5.13. Megjegyzés. A Borel-fliggvénykalkulus dltalaban nem injektiv.

2.5.14. Tétel. AzU € B(H) operdtor pontosan akkor unitér, ha létezik olyan S € B(H)
onadjungdlt operdtor, hogy U = €.

Bizonyitas. Legyen U unitér operator H-n. Legyen g az f(t) = ¢ (¢t € R) folytonos
fiiggvény [0, 27[-re val6 megszoritdsdnak az inverze. Vilagos, hogy g valés Borel-fiiggvény
a komplex egységkoron, s igy az U spektrumén is. Legyen most S = ¢g(U). A Borel-

fiiggvénykalkulus tulajdonsdgai miatt S onadjungélt és

U = id(U) = (e9)(U) = ( (ig)n) =3 WD 5 s

A masik iranyu allitds vildgos.

2.5.15. Tétel. Legyen N € B(H) normdlis operdtor. FEkkor létezik olyan U wunitér
operdtor, melyre N = U|N|.

Bizonyitas. Legyen u(A) = A/|A\| ha A # 0 és u(0) = 1. Vildgos, hogy u korlatos
Borel-fliggvény és uu = uu = 1. A Borel fiiggvénykalkulus tulajdonsigai miatt u(N)
unitér operdtor. Konnyen lathatd, hogy |[N| = a(N), ahol a(A\) = |A|. Mivel u(A)a(A) = A
teljesiil minden A € C esetén, igy kapjuk, hogy U|N| = N.

2.5.16. Tétel. A B(H) invertalhato elemeinek halmaza fvszerien dsszefiiggd.

Bizonyitas. Legyen T € B(H) tetszbleges invertalhaté operdtor. A 2.4.19. Tétel
miatt a 7' = U|T'| polaris felbontdsban szereplé U parcidlis izometria unitér. Mivel |T|
ugyancsak invertalhato, igy spektruma kompakt részhalmaza a |0, oo[ intervallumnak, ahol
van logaritmus. Tehat |T'| spektrumén az identikus fiiggvény felirhaté az exponencialis

fiiggvény és a logaritmus kompozicidjaként. Ezért |T| = e valamely S 6nadjungalt
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operatorral. A 2.5.14. Tételt is figyelembe véve T igy felirhaté T = e e alakban, ahol
H.S € B(H) énadjungalt operatorok. Tekintsiik most a

t s it etS (t €0,1])

(folytonos) gorbét. Vildgos, hogy ez Osszekoti I-t az T-vel. Az allitds innen mér vilagos.

2.6 Pozitiv linearis funkcionalok

2.6.1. Definicié. A p: A — C linedris funkciondlt pozitivnak nevezziik, ha p(a) > 0
teljestil minden a € AT esetén. A 2.4.8. Kovetkezmény miatt ez azzal ekvivalens, hogy
p(z*x) > 0 minden z € A esetén.

Nemkommutativ C*-algebrak esetében a pozitiv linearis funkcionalok hasonléan fon-
tos szerepet toltenek be, mint a kommutativ algebrak esetén a karakterek. Kommutativ
C*-algebra minden karaktere pozitiv. Nemkommutativ algebrakrél a karakterek nem
szolgaltatnak elégséges informaciot, ugyanis ilyen algebrdaknak altalaban nincsenek nem-
trividlis multiplikativ linedris funkcionaljai. Lésd példaul az M,,(C) (n > 1) matrixalgebra
esetét.

Legyen p : A — C pozitiv linearis funkcional. Ekkor p monoton, azaz ha h,k € A
onadjungalt és h < k, akkor p(h) < p(k). Valéban, mivel dnadjungélt elem felirhaté
két pozitiv elem kiilonbségeként (2.4.3. Lemma), igy p(h), p(k) valés és 0 < k — h miatt
0 < p(k — h), ahonnan kapjuk, hogy p(h) < p(k). Mivel p 6nadjungélt elemhez valés
szamot rendel, és tetszoleges v € A felirhaté x = h + ik alakban alkalmas h,k € A
6nadjungélt elemmel, igy kapjuk, hogy p 6nadjungdlt, azaz p(z*) = M teljesiil minden
x € A esetén.

2.6.2. Tétel. Legyen p: A — C pozitiv linedris funkciondl. Ekkor p korldtos.

Bizonyitas. Eloszor megmutatjuk, hogy létezik olyan M &€ R pozitiv konstans,
melyre p(a) < Mla| teljesil minden a € A' esetén. Tegyiik fel indirekt, hogy minden
n € N-re van olyan a, € A", ||a,|| = 1 elem, melyre p(a,) > 2". Legyen a = >, 27"a,.
A p monotonitasa miatt kapjuk, hogy

pla) > 27Fp(ar) > n

minden n € N esetén. Ez azonban nyilvanvalé ellentmondas.
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Legyen most x € A tetszbleges és legyen

T+ x* r—x*
h = k= )
2 21

Ekkor a 2.4.3. Lemma jeloléseivel kapjuk, hogy
(@) = |p(h" = h7) +ip(k™ — k™) < |p(h™ = h7)[+ |p(k" = k)| <

p(h) + p(h™) + p(k™) + p(k™) < MR+ 1271+ IIEF T+ (1571 <
M([[p] 120+ 1R+ D) < M@zl + 21[z]]) = 4M |||

Ezzel a bizonyitas teljes.

2.6.3. Példa. Ha X kompakt Hausdorff-tér, akkor a Riesz-féle reprezenticiés tétel
(2.5.8. Tétel) miatt kapjuk, hogy C(X) pozitiv linedris funkciondljai éppen a pozitiv
regularis Borel-mértékekhez tartozé funkcionalok.

Az M, (C) matrixalgebra linearis funkcionéljai éppen az
A — tr (AT)

alaku leképezések, ahol T € M,,(C). Nem nehéz latni, hogy egy ilyen funkcionél pontosan
akkor pozitiv, ha T pozitiv eleme az M, (C) C*-algebranak, azaz T pozitiv szemidefinit

matrix.

2.6.4. Definicié. Az A 1-normdji pozitiv linearis funkcionaljait A allapotainak ne-

vezziik, s ezek halmazdt S(A)-val jeloljiik.
2.6.5. Példa. Ha A egy, az [-t tartalmazé C*-részalgebraja B(H )-nak, akkor az
Ar— (AL )

leképezés pozitiv linedris funkciondlja A-nak, ami pontosan akkor allapot, ha ||£]| = 1.

Ez utébbi esetben a fenti funkcionalt vektorallapotnak nevezziik.
2.6.6. Tétel. Legyen p: A — C pozitiv linedris funkciondl. Ekkor
[p(a*b)* < pla*a)p(b*D)

teljesil minden a,b € A esetén.
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Bizonyitas Hasonléan jarunk el, mint a belsOszorzatra vonatkozé Schwarz-

egyenlotlenség bizonyitdsaban. Tekintsiik a
p((a+ Ab)*(a+ b)) >0

egyenldtlenséget, ami fennall minden A € C esetén. Innen p 6nadjungdltsagat felhasznélva

kapjuk, hogy

pla*a) + 2Re (A\p(a*b)) + |A*p(b*b) > 0. (2.8)
Legyen most
*b
Ny p(a* )
|p(a*0)]

ahol t € R tetsz6leges. Ekkor a (2.8) bal oldalan all6 kifejezés masodfoki polinom ¢-ben.
Mivel ez mindeniitt nagyobb vagy egyenl6 mint 0, ezért diszkrimindnsa nem lehet pozitiv.

Igy
4)p(a*b) | — 4p(a*a)p(b*b) < 0,

ahonnan kapjuk az allitast.

2.6.7. Kovetkezmény. Ha p pozitiv linedris funkciondl A-n és a € A, akkor p(a*a) =0
pontosan akkor teljesil, ha p(ba) = 0 minden b € A esetén.

2.6.8. Tétel. Legyen f folytonos linedris funkciondl A-n. Az f pontosan akkor pozitiv,
ha ||fIl = f(1).

Bizonyitas. Legyen f pozitiv. Ekkor

[f@)F = f(12)]* < f() f(@"z) < SOl

ahonnan kapjuk, hogy || f|| < f(1). Mivel f(1) < ||f]| trividlisan teljesiil, igy adédik az
allitas elsé része.

Legyen most f egy olyan korlatos linearis funkcional, melyre || f|| = f(1). Vildgos,
hogy feltehetjiik, hogy f(1) = 1. Megmutatjuk, hogy tetszoleges x € A normadlis elem
esetén f(z) eleme a o(z) konvex burkanak, amib6l mar kovetkezik f pozitivitdsa. Legyen
x € A normalis elem és tegyiik fel, hogy a fenti allitds nem teljesiil. Ekkor létezik olyan
A € Cszédm és s > 0 sugér, hogy o(x) benne van az s sugari, A kdzéppontu zart korlapban,

aminek f(z) nem eleme. Ekkor r(x — \) < s és
s < [f(x) = Al = [f(z = AD)[ < [z = All.

Mivel azonban x — A1 normalis elem, igy spektralsugara megegyezik normajaval. Innen

adddik, hogy s < r(z — A). Mivel ez ellentmondds, a bizonyitas igy teljes.
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2.6.9. Kovetkezmény. Az A* zdrt egységgombjének elemei kézil az dllapotok pontosan

azon f funkciondlok, melyekre f(1) = 1.

2.6.10. Kovetkezmény. Legyen B eqy, az egységelemet tartalmazo C*-részalgebrdja az

A C*-algebranak. Ekkor B minden dllapota kiterjeszthets A dllapotdva.

Bizonyitas. Legyen f éllapota B-nek. A Hahn-Banach-féle kiterjesztési tétel
felhasznalasaval terjessziik ki f-et az A egy p korlatos linedris funkcionaljava, melyre
lpll = 1. Mivel p(1) = f(1) =1, igy a 2.6.9. Kévetkezmény miatt p éllapota A-nak.

2.6.11. Kovetkezmény. Legyen a € A". Ekkor A-nak létezik olyan p dllapota, melyre
pla) = |lal|.

Bizonyitas Legyen B az 1,a altal generalt kommutativ C*-részalgebrdja A-
nak. Mivel ||a|| eleme o(a)-nak, igy létezik olyan ¢ karaktere B-nek, melyre ¢(a) = ||a|l.
Tovabba, mivel ¢ éallapota B-nek, igy a 2.6.10. Kévetkezményt alkalmazva, kapjuk az

allitast.

2.6.12. Kovetkezmény. Az A dllapotainak S(A) halmaza az A* gyenge*-topoldgidjdval

eqy kompakt konvexr halmaz.

Bizonyitas. Az allapotoknak a 2.6.9. Kovetkezményben adott karakterizaciéja miatt
S(A) konvex halmaz, ami (1évén hogy a gyenge*-topoldgia konvergencidja a pontonkénti
konvergencia) zart részhalmaza az A* zért egységgdmbjének a gyenge*-topologidra nézve.
Azonban az A* zért egységgombje a Banach-Alaoglu-tétel miatt gyenge*-kompakt. Innen
adédik S(A) kompaktsédga.

2.6.13. Definicié. Az A éllapotai halmazanak extremalis pontjait tiszta allapotoknak

nevezziik. A tiszta allapotok halmazat P(A) jeloli.

2.6.14. Megjegyzés. A Krein-Milman-tétel — ami azt allitja, hogy lokalisan konvex
topoldgikus vektortérben kompakt konvex halmaz megegyezik extremalis pontjai konvex
burkanak lezartjaval — kovetkeztében vildgos, hogy a tiszta allapotok halmaza konvex
burkénak gyenge*-lezéartja éppen az allapotok halmaza.

A kovetkezokben latni fogjuk, hogy az allapotok az alapul vett C*-algebra topold-
gikusan ciklikus *-reprezentdcidival, mig a tiszta allapotok a topoldogikusan irreducibilis

*_reprezentdcioival allnak szoros kapcsolatban.

A 2.6.8. Tételnek igaz egyfajta altalanositasa tetszoleges C*-algebraba képezo transz-

formécidkra is.
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2.6.15. Tétel. Legyenek A és B C*-algebrdk és ¢ : A — B linedris leképezés. Ekkor a
kovetkezo dallitasok igazak.

(i) Ha ¢(1) = ||o||1, akkor ¢ pozitiv, azaz ¢p(x*x) > 0 minden x € A esetén.

(11) Ha ¢ pozitiv kontrakcid (azaz ¢ pozitiv és ||¢|| < 1), akkor ¢(h)* < ¢(h?) minden

h € A onadjungalt elem esetén.

Bizonyitas. Lasd [23, Trditev 7, 46. o.] és [13, 10.5.9 és 10.5.10].

2.7 *-reprezenticiok

2.7.1. Definicié. Legyen 7w : A — B(H) *-reprezentacié. Azt mondjuk, hogy 7

(i) nemdegenerdlt, ha tetszéleges & € H esetén a w(A)§ = {0} Osszefiiggésbil
kovetkezik, hogy & = 0;

(i) topoldgikusan ciklikus, ha létezik olyan £ € H vektor, melyre a 7(A)¢ altér siirt

H-ban (ekkor a & vektort topoldgikusan ciklikus vektornak nevezziik);

(ili) topoldgikusan irreducibilis ha 7 # 0 és 7(A)-nak nincs nemtrivialis zart invaridns
altere.

A C*-algebrak *-reprezentacidival kapcsolatban a tovabbiakban, ha mésképp nem mond-
juk, ciklikussagon mindig topolégikus ciklikussagot, irreducibilitason pedig mindig to-

pologikus irreducibilitast értiink.

2.7.2. Megjegyzés. A kovetkezokben sziikséglink lesz néhany egyszerti észrevételre.
Elgszor, ha a € A", akkor a < ||a||l. Ez abbdl adédik, hogy |lal|l — a 6nadjungélt és
spektruma ||a|| — o(a), ami teljes egészében a szdmegyenes nemnegativ felén helyezkedik
el. Maésodik észrevételiink az, hogy ha a,b € A 6nadjungdlt elemek és a < b, akkor
r*axr < r*br teljestil minden z € A esetén. Ez abbdl adédik, hogy b —a > 0, s igy a
2.4.8. Kovetkezmény miatt b — a = y*y teljesil valamely y € A esetén. Innen kapjuk,
hogy z*(b — a)x = (yz)*(yz) > 0.

2.7.3. Tétel. Legyen m: A — B(H) *-reprezentdcio. Ekkor a kévetkezd dllitasok igazak:
(i) m pontosan akkor nemdegenerdlt, ha span{m(A)H} = H.

(ii) m pontosan akkor nemdegenerdlt, ha m(1) = I.
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(i1i) Ha m ciklikus, akkor m nemdegenerdlt.

(iv) Ha 7 irreducibilis, akkor 7 ciklikus.

(v) A m pontosan akkor irreducibilis, ha minden 0 # £ € H ciklikus vektora m-nek.
(vi) A m# 0 esetben m pontosan akkor irreducibilis, ha w(A)" = CI.

Itt span a generdlt zart alteret jelols.

Bizonyitas. Tekintsik elészor (i)-et. Legyen m nemdegenerdlt. Ha & ortogonélis
7(A)H-ra, akkor ({, 7(a)r) = O minden a € Aésx € H esetén. EbbSl (m(a*)§,z) =0 (a €
A,z € H), s igy m(A)¢ = {0}. Ezért & = 0, ahonnan kapjuk, hogy span{n(A)H} = H.
Megforditva, ha span {n(A)H} = H és n(A)§ = {0}, akkor (7(a){,z) =0(a € A,z € H).
Innen (¢, m(a*)x) = 0 minden a € A és x € H esetén. Ebbél £ L n(A)H adédik, ahonnan
a feltételiink miatt & = 0 kovetkezik.

Megmutatjuk, hogy tetszéleges m *-reprezentacié esetén (1) megegyezik a span {r(A)H }
altérre torténé ortogondlis projekcidéval. Mivel 7(1) nyilvanvaléan projekcié, igy azt
kell megmutatnunk, hogy 7(1) értékkészlete éppen a fenti altér. Az vildgos, hogy (1)
értékkészlete része span {m(A)H }-nak és ezen altér minden elemét 7(1) fixen hagyja. In-
nen adédik az allitdsunk és kapjuk a (i7)-ben szereplé ekvivalenciat.

A (iii)-hoz vegylink egy tetszOleges ¢ € H ciklikus vektort. Ekkor mar H =
span {m(A)¢} is teljesiil, tehdt span {m(A)H} = H trividlisan adddik.

Ha most 7 irreducibilis és € € H olyan vektor, melyre 7(A){ # {0}, akkor, mivel

W zart invarians altér, kapjuk, hogy n(A)¢ = H. Ezért 7 ciklikus *-reprezentécio.
Innen kapjuk a (iv) allitést.

Legyen 7 irreducibilis, akkor m nemdegenerdlt. Ezért tetszoleges 0 # & € H esetén
m(A)¢ # {0} innen a bizonyitds eléz6 része miatt az kovetkezik, hogy ¢ ciklikus vektora
m-nek. Megforditva, tegyiik fel, hogy minden 0 # ¢ € H ciklikus vektora m-nek. Ha
{0} # M C H zart invarians altér, akkor véve egy tetszéleges 0 # & € M vektort, adédik,
hogy H = 71'(—,4)5 C M. Ezért M = H, tehat 7 irreducibilis reprezentacié. Innen kapjuk
az allitas (v) részét.

Tekintsitk végil (vi)-ot. Tegyiik fel, hogy = irreducibilis. Legyen A € B(H)
6nadjungélt operator, melyre Ar(a) = m(a)A teljesiil minden a € A estén. Ekkor a
spektraltétel miatt minden m(a) felcserélhetd az A-hoz tartozé spektralmérték értékkész-
letével. Ebbol kovetkezik, hogy a a szobanforgd spektralmérték értékkészletében szerepld
projekcidk értékkészletei invarians alterei a 7(a)-knak és igy kapjuk, hogy az A-hoz tartozé
spektralmérték értékkészlete {0, I}. Innen kévetkezik, hogy A az identitéds skaldrszorosa.
Ha most A tetszoleges eleme 7(A)-nek, akkor az (A+ A*)/2 és (A— A*)/(2¢) 6nadjungalt
operatorok is elemei 7(A)"-nek. A fentiekbdl kovetkezik, hogy 7(A)" = CI. Megforditva,
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ha m(A)" = CI teljesiil és M C H zart invarians altere m-nek, akkor az M-re torténé P or-
togonalis projekciéra Pr(a)P = w(a)P. Ezen egyenlség mindkét oldaldnak adjungéltjat
véve konnyen belathatd, hogy m(a)P = Pr(a) teljesiil minden a € A esetén. Innen P = 0
vagy P = I adédik. Ez viszont éppen azt jelenti, hogy 7 irreducibilis.

A bizonyitas ezzel teljes.

2.7.4. Megjegyzés. Tekintsiink egy 0 # m : A — B(H) *-reprezentaciét. Ekkor
(1) € B(H) projekcié. Jelolje ennek magjat Hy, képterét pedig H;. Konnyt latni, hogy
Hy, H, invaridns alterei m(A)-nak, x — 7(x), a zérus reprezentacio és & — 7(x)u,
nemdegeneralt *-reprezentacié. Ez mutatja, hogy elegend6 csak nemdegeneralt repre-

zentaciokkal foglalkozni.

2.7.5. Definicié. Legyen 7, : A — B(H,) az A *-reprezentacidja a H, Hilbert-téren
(¢ €l). Legyen H =3 . ®H,. A

m(a)((&a)) = (ma(@)éa) (a€ A () € H)

maédon definidlt *-reprezentdciot a 7, (o € I') *-reprezentaciok direkt dsszegének nevezziik

és T =) or ©my-val jeloljiik.

2.7.6. Tétel. Legyen m : A — B(H) nemdegenerdlt *-reprezentdcio. FEkkor m elddll

ciklikus *-reprezentdciok direkt dsszegeként.

Bizonyitas. Tetszbleges 0 # & € H esetén jelolje He a m(A)€ altér lezartjat. Vegyiik
ezen H alterek paronként ortogonalis rendszereinek halmazat a tartalmazasi reldciéval.
Erre teljesiil a Zorn-lemma feltétele (minden lanc benne feliilrél korlatos), ezért van ma-
ximélis ilyen rendszer. Jelolje ezt {H¢, }o, és legyen Hy a {Hg,}, altal generdlt zart
altér. Ha ennek ortogonalis komplementere nem lenne trivialis, akkor abbdl kivéve egy
§ # 0 vektort és tekintve a H alteret, azt kapnank, hogy H, L H teljesiil minden o
index esetén. Mivel ez ellentmond a { H, }, maximalitdsdnak, kapjuk, hogy Hy = H. Te-
kintsiik most a 7,(a) = 7(a)|g,, (a € A) médon definidlt 7, : A — B(Hg,) leképezéseket.
Koénnyt belatni, hogy ezek *-reprezentéciok. Tovabba (1) = I miatt { = w(1)§ € H,.

Innen kapjuk, hogy minden , ciklikus *-reprezentécié Ho-n és m =)  @7,.

2.7.7. Megjegyzés. Természetes médon vetodik fel a kérdés, hogy vajon nem
lehet-e a ciklikus reprezentacidkat tovabbbontani irreducibilis reprezentaciok valamilyen
értelemben vett Osszegére? A kérdésre pozitiv valasz adhatd, bar ehhez nem elég repre-

zentacioknak a direktosszegét, hanem ugynevezett direktintegraljat kell tekinteni.
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2.7.8. Tétel. (GELFAND-NAIMARK-SEGAL-KONSTRUKCIO) Legyen p € S(A). Ekkor
létezik olyan H, Hilbert-tér, £, € H, egységuektor és m, : A — B(H,) *-reprezentdcid,

melyre

(1) p(x) = (m,(x)E,,&p) minden v € A esetén;

(11) m,(A)E, strd H,-ban.
Bizonyitas. Tetszéleges x,y € A esetén legyen

(z,y) = ply"z).
Vildgos, hogy (.,.) szemi-bels6szorzat. Ha
N,={zeA: (z,2) =0} ={x € A : p(a*z) =0},

akkor N, altere A-nak, sét, a 2.6.7. Kovetkezmény miatt balidedl. Az A/N, fak-

tortéren ekkor természetes modon definialhaté egy bels6szorzat a reprezentansok szemi-
belsdszorzata révén. Végiil tegyiik az A/N, belsészorzatteret teljessé, jelolje ezt H,, ami

Hilbert-tér. Tetszéleges a € A esetén legyen
m(a)T =azx (v € A),
ahol ™ jeloli az N, szerinti mellékosztalyokat. Mivel N, balidedl, ezért m,(a) joldefinialt
linearis operator A/N,-n. A 2.7.2. Megjegyzés felhasznélasaval kapjuk, hogy
[@z||* = p((az)*(azx)) = p(z*(a’a)z) < p(a”||al*z) = [|al*p(z"z) = ||al|?||Z]?

teljesiil minden = € A esetén, tehdt m,(a) korlatos linedris operator A/N,-n. Ekkor 7,(a)
kiterjesztheté — méghozza egyértélmii moédon — a H, korldtos linedris operatordva. Jelolje
ezt a kiterjesztést is m,(a). Konnyd latni, hogy 7, *-reprezentacié. Valéban, a linearitds
és a multiplikativitds nyilvanvaléan fennall A/N,-n, s igy a folytonossag miatt H,-n is.
Mivel
(mp(a)T,7) = (az,7) = (ax,y) =
p(y*(az)) = p((a"y)"z) = (z,a’y) = (T, a*y) = (T, 7,(a")7)

teljestil minden z,y € A esetén, igy a szereplé operatorok folytonossaga és A/N,-nak

H ,-ban valé stirlisége miatt kapjuk, hogy 7,(a)* = 7,(a*) minden a € A esetén. Tehat ,
— p(1°1) = p(1) = 1 65
(mp(a)p, &) = (al, 1) = p(1*(al)) = p(a) (a € A).

valéban *-reprezentécié. Legyen £, = 1. Ekkor ||1|?

Tovabba
mp(A) ={a : a € A} = A/N,
ami stirt H,-ban.

A bizonyitas ezzel teljes.
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2.7.9. Tétel. (GELFAND-NAIMARK) Legyen A egy C*-algebra. Ekkor létezik olyan H
Hilbert-tér, hogy A izometrikusan *~izomorf a B(H) egy, az identikus operdtort tartalmazo

C*-részalgebrdjdval.

Bizonyitas. Allapotoknak egy F Osszességét hiinek nevezziik, ha tetszoleges 0 # a €
AT esetén létezik olyan p € F, hogy p(a) # 0. A 2.6.11. Kovetkezmény azt mutatja, hogy
a teljes S(A) halmaz hii. Tetszoleges p € F esetén tekintsiik a Gelfand-Naimark-Segal-
konstrukciébél adédé H, Hilbert-teret és m, *-reprezentaciét. Legyen H = per ©H, és
= Zpef @m,. Vilagos, hogy m *-reprezentacidja A-nak H-n. Ha x # 0, akkor létezik
olyan p € F, melyre p(z*x) # 0. Ekkor a 2.7.8. Tétel bizonyitdsdnak jeloléseivel

17 ()8 |I* = lImp(2)III* = [[Z]* = p(2"x) # 0.

Tehat m,(x) # 0, amibél w(z) # 0 kévetkezik. Ezért m injektiv. A 2.5.7. Tétel mi-
att kapjuk, hogy 7 izometrikus *-izomorfizmusa A-nak a B(H) egy C*-részalgebrajara.
Végezetiil, mivel 7,(1)T = 1z =7, {gy (1) = I.

A bizonyitas ezzel teljes.

2.7.10. Definicié. Ha a Gelfand-Naimark-tétel bizonyitasaban szereplo F halmaz az
allapotok teljes S(A) halmaza, akkor az igy adédd *-reprezentdciét univerzélis repre-

zentacionak nevezzik.

2.7.11. Tétel. Legyen p linedris funkciondl A-n. A p pontosan akkor dllapota A-nak,
ha létezik olyan m: A — B(H) ciklikus *-reprezentacio és & € H, ||E|| = 1 ciklikus vektor,

melyre

pla) = (m(a)§,§)  (a€A).

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy p el6all a fenti alakban. A 2.6.9. Kévetkezmény
miatt azt kell megmutatnunk, hogy [p|| < 1 és p(1) = 1. Az els6 egyenldtlenség a
2.5.7. Tétel, a masodik pedig a 2.7.3. Tétel kovetkezménye. A sziikségesség a Gelfand-
Naimark-Segal-konstrukciébdl (2.7.8. Tétel) adddik.

2.7.12. Tétel. Legyen p linedris funkciondl A-n. Ekkor p pontosan akkor tiszta dllapota
A-nak, ha létezik olyan m : A — B(H) irreducibilis *-reprezentdcic & € H, ||&|| = 1
ciklikus vektorral, melyre

pla) = (r(a)§, &) (a € A).

Bizonyitas. Megtaldlhaté példdul [15], 5.1 Szakaszaban.

A kovetkez6 fontos eredmény elétt emlékeztetiink arra, hogy C*-algebrak esetén *-

reprezentaci6 irreducibilitdsan annak topolégikus irreducibilitasat értjik.
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2.7.13. Tétel. (KADISON-FELE TRANZITIVITASI TETEL) Legyen 7 : A — B(H) (topo-
l6gikusan) irreducibilis *-reprezentdcid. Ekkor tetszbleges &1, ..., &, € H fiiggetlen vektor-

rendszer és my,...,n, € H esetén létezik olyan a € A, melyre n(a)& = n,...,7(a)é, =

M-

Bizonyitads. Lasd [15], 5.2 Szakaszat. A bizonyitas alapeszkoze az in. Kaplansky-féle

stirtiségi tétel, amivel majd a 3. Fejezetben fogunk megismerkedni.

A Kadison-féle tranzitivitasi tétel egyszerii kovetkezménye az aldbbi meglepo

eredmény.

2.7.14. Kovetkezmény. Tetszbleges C*-algebra nemzérus *-reprezentdcidja pontosan

akkor topolégikusan irreducibilis, ha algebrailag irreducibilis.

A tovabbiakban sziikségiink lesz az aldbbi jelolésre. Legyen H Hilbert-tér. Tetszoleges
x,y € H esetén jeldlje xRy az (x®y)z = (z,y)x (2 € H) Osszefliggéssel definialt operatort.
Konnyt 1atni, hogy ||z ® y|| = ||z]|||y|l. Az is vildgos, hogy =,y # 0 esetén x ® y rangja
1, tovabbd, hogy minden 1-rangt korlatos linedris operator H-n felirhaté x ® y alakban.
Jelolje F(H) a B(H) véges rangu elemeinek Osszességét. Egyszerlien beldthatd, hogy
F(H) ideal és hogy F(H) éppen az x ® y tipusu operatorok altal generdlt altere B(H )-
nak.

Konnyt megmutatni, hogy
(@Y =y®r, 7Y uv=(wy)rU,

S zy=(Sr)Qy, Ry -S=11 (S*)

teljestil tetszOleges z,y,u,v € H és S € B(H) esetén.

2.7.15. Tétel. Legyen A egy C*-algebra és w: A — B(H) irreducibilis *-reprezentdcio.
Ha w(A)NC(H) # {0}, akkor C(H) C w(.A).

Bizonyitas Amint majd ldtni fogjuk a 2.8.4. Tételben, C*-algebra *-homomorf
képe is C*-algebra, igy azt kell megmutatnunk, hogy ha B C B(H) egy, az identikus
operatort tartalmazd irreducibilis C*-részalgebra, amiben talalhaté nemzérus kompakt
operétor, akkor C'(H) C B. Legyen tehdt A egy nemzérus kompakt operdtor B-ben.
Ekkor B = A*A € C(H) N B. Mivel B spektruma nemnegativ, és elemei csak a 0-
hoz torlodhatnak, igy a spektrum tetszoleges zérustél kiilonbozé pontjahoz tartozo ka-
rakterisztikus fiiggvény folytonos, és igy a Stone-Weierstrass-tétel miatt polinomokkal

egyenletesen approximalhaté o(B)-n. Innen kapjuk, hogy B tartalmaz 0-tdl kiilonb6zé
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végesrangu projekciot. Legyen P minimalis rangu ilyen projekcio. Tekintsiik a PBP C*-
részalgebra egy tetszoleges onadjungalt elemét. Vildgos, hogy ez véges rangu operator,
és a nemzérus sajatértékeihez tartozo spektralprojekciok mind kisebb vagy egyenlok P-
nél. Az el6zoéekben alkalmazott gondolatmenethez hasonléan kapjuk, hogy minden ilyen
spektralprojekcié6 a szébanforgé elem polinomjaival egyenletesen approxmalhaté (sét meg-
egyezik ezen elem valamelyik polinomjaval). Innen kévetkezik, hogy minden szébanforgd
spektralprojekci6 eleme B-nek, tehat P minimalis rangi volta miatt egyenlé P-vel. Ezért
PBP = CP. Belatjuk, hogy P rangja 1. Legyen ugyanis xo € rng P egységvektor. Ha

y € rng P meroleges xy-ra, akkor
<A.T07y> - <AP.T07Py> = <PAP.I’0,y> = <>\P$0,y> =0

teljesiil minden A € B esetén, ugyanis PBP = CP. Mivel Bz, zart invaridns altere
B-nek, igy zo # 0 miatt Bxy = H. Ebbdl y = 0 kovetkezik, ahonnan kapjuk, hogy
P rangja 1. Allftasunk beldtdsdhoz most mar csak azt kell megmutatni, hogy minden
egyrangu projekcié H-n eleme B-nek. Legyen x € H tetszoleges egységvektor és tekintsiik
a ) = x®x projekciét. Mivel Bxy = H, igy létezik olyan A,, € B sorozat, hogy A,zo — .
Ekkor A,PA; = A,z0 ® Az — @ 2. Ezért © @ x € B, azaz B tartalmazza az 6sszes
egyrangt projekciét H-n. Innen kovetkezik, hogy B tartalmazza az Osszes véges rangt
projekcidt, s a B zartsdga és a kompakt onadjungalt operatorok spektréltétele miatt az

Osszes kompakt operatort is.

2.7.16. Definicié. Legyenek m : A — B(H;) és my : A — B(H,) *-reprezentaciok.
Azt mondjuk, hogy 7 és my unitér-ekvivalensek, ha létezik olyan U : Hy — H; unitér
operator, melyre

m(a) = Umy(a)U* (a € A).

Bar a targyalas egyszeriisége érdekében mindvégig egységelemes C*-algebrakkal fog-
lalkoztunk, megjegyezziik, hogy példaul *-reprezentacidk esetén a nemdegenerdltsag,
ciklikussag, illetve irreducibilitdas fogalma nem kivanja meg az alapul vett C*-algebra
egységelemességét. Az aldbbiakban néhany fontos eredményt ismertetiink a kompakt
operatorok C'(H)-val jelolt C*-algebrdjaval és a B(H ) reprezentacidéelméletével kapcsolat-

ban.

2.7.17. Tétel. Legyen H Hilbert-tér. A C(H) C*-algebranak unitér-ekvivalencia erejéig
pontosan eqy irreducibilis *-reprezentdcidja van, nevezetesen az identikus reprezentdcio
C(H)-n. Masképpen fogalmazva, a C(H) tetszdleges irreducibilis *-reprezentdcidja a K
Hilbert-téren A — UAU* alaki, ahol U : H — K unitér operdtor.

Bizonyitas. Lasd [13, 10.4.6. Theorem].



2.7. *-reprezentdciok 76

2.7.18. Tétel. Legyen H Hilbert-tér. Ha A egy C*-részalgebrdja C(H)-nak, akkor
léteznek olyan H, (o € T') Hilbert-terek, hogy A izometrikusan *-izomorf a

> BC(Ho) = {(Aa)a : Aa € C(Ha) és Ve > 0:3F C T véges halmaz :||Aq|| < € (a ¢ F)}
ael’
C*-algebrdval, ahol a miweletek koordindtdnként értendok, a norma pedig a koordindtdak

normdinak szuprémuma.
Bizonyitaéds. Lasd [1], 1.4 szakasz.

2.7.19. Tétel. Legyen H végtelen dimenzids szepardbilis Hilbert-tér és m irreducibilis
*-reprezentdcidja B(H)-nak. Ekkor vagy m(C(H)) = {0}, vagy pedig = unitér ekvivalens

az identikus reprezentdciéval B(H)-n.

Bizonyitads. Léasd [13, 10.4.6. Theorem].

2.7.20. Tétel. Legyen H végtelen dimenzids szepardbilis Hilbert-tér és m tetszdleges *-

reprezentdcidja B(H)-nak. Ekkor létezik olyan my,mo *-reprezentdcid, melyre m unitér-
ekvivalens m @ mo-vel és m (zérus vagy) felirhaté m = ) @idpmy alakban (azaz m
a B(H) identikus reprezentdcidjinak elegendben nagy direkt dsszege énmagdval) és o

(zérus vagy) olyan *-reprezentdcid, ami eltinik C(H)-n.
Bizonyitas. Léasd [13, 10.4.7. Theorem].

A kovetkez6 tétel azt mutatja, hogy szeparabilis H esetén a B(H) C*-algebra sze-
parabilis téren torténé *-reprezentacidéinak nincs “szinguléris” része, azaz a 2.7.20. T'ételben

szerepld my tényezd zérus.

2.7.21. Tétel. Legyen H végtelen dimenzids szeparabilis Hilbert-tér és w : B(H) —
B(H) *-homomorfizmus. FEkkor léteznek olyan U, pdronként ortogondlis értékkészleti

1zometriak, melyekre
m(A) =) UAU; (A€ B(H)).

Bizonyitas. Lasd [13, 10.4.14. Corollary].

2.7.22. Tétel. Legyen H végtelen dimenzids szepardbilis Hilbert-tér. Ekkor B(H)-nak

unitér-ekvivalencia erejéig pontosan 2¢ kiilonbozd irreducibilis *-reprezentdcidja van.

Bizonyitas. Léasd [13, 10.4.15. Proposition].
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2.8 (*-algebrak idealjai

2.8.1. Lemma. Legyen a,b € A" olyan, hogy a < b. Ekkor ||a|| < ||b]|.

Bizonyitas  Legyen p olyan éllapot, melyre p(a) = |la| (ldsd a
2.6.11. Kovetkezményt). Ekkor b — a > 0 miatt kapjuk, hogy

lall = pla) < p(b) < 0|

2.8.2. Tétel. Legyen A eqy C*-algebra, T C A pedig eqy idedl. Jelolje A az T véges
részhalmazainak halmazdt a tartalmazdssal mint irdanyitast relacioval. Ekkor létezik olyan

(Ua)aca nett T-ban, melyre
(i) ug € AT, |Jual| <1 (v € A);
(i) lim, au, = a minden a € T esetén.

Bizonyitdas Haa={xy,...,x,} €A, akkor legyen
1\ !
Vo = T1T1 + ... + 22y, uazva<va+—1> .
n

Mivel a t +— (¢t + 1/n)~! figgvény 0 és 1 kozotti értékeket vesz fel v, spektrumén, igy
o(uy) C [0,1], ahonnan kapjuk, hogy u, pozitiv és norméja kisebb vagy egyenlé mint 1.
Mivel v, € T és u, folytonos fiiggvénye v,-nak, igy u, egyenletesen approximélhaté v,
polinomjaival. Innen kapjuk, hogy u, € Z. A folytonos fiiggvénykalkulus felhasznélasdval
adédik, hogy

n

Z(mk(ua — 1) (xp(ueg — 1)) = (uq — Dvg(ug — 1) = %va(va +1/n)72

k=1

Mivel
t 1

< <
t+1/m2 " t+1n—"

(t=0),

igy kapjuk, hogy

n

o (D (@x(ta — 1)) (@x(ua — 1)) C [0, 1/n],

k=1
ahonnan a 2.8.1. Lemma figyelembevételével adédik, hogy

lp(ua = DI < 1D (@n(ua = 1)) (2n(ua = 1) < 1/n.

Tehat ha x € 7 és n € N, akkor tetszéleges o« C Z legalabb n elemi, x-et tartalmazo
véges halmazra kapjuk, hogy ||z — zu,||?> < 1/n. Ebbdl méar adédik az 4llitas.
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2.8.3. Tétel. Legyen I zdrt idedlja az A C*-algebranak. Ekkor T énadjungdlt és az AJT
faktoralgebra is C*-algebra.
Bizonyitas. Legyen x € Z. Ekkor a 2.8.2. Tétel jeloléseivel

(e — 1)z = [|lz(ua — 1) =0,

azaz uax* — x*. Mivel u, € T (o € A), igy 2* € Z. Tehét Z 6nadjungalt.

Mivel Banach-algebra zart idealra vonatkozo faktoralgebraja ugyancsak Banach-

algebra, igy csak azt kell beldtnunk, hogy ||7]|*> < ||z*z|| (z € A). El8szor megmutatjuk,
hogy ||Z|| = lim, ||z — zu,||. Tudjuk, hogy ha y € Z, akkor lim, yu, = y. Ezért

limsup ||z — zu,|| = limsup [|[2 — zus +y — yuo|l = limsup [[(z + y)(1 — ua)|| < ||z +y|
mivel 0 <1 — u, < 1. Kovetkezésképpen

|Z|| > limsup ||z — zuy|| > liminf || — zus|| > inf ||z + y|| = ||Z||.
« «a yel

Igy kapjuk, hogy ||Z|| = lim, ||z — zua||. Ha most z € Z, akkor konnyen latszik, hogy
lim,, [[(1 — u)2(1 — uy)|| = 0. Ezért

7)) = lim ||z — zu|* =

lim ||(z — 2us)* (2 — 2uy)|| = lm ||(1 — us) 2" 2(1 — uy)|| =

lm [[(1 — ug) 2™z + 2)(1 — uy)|| < ||z + ]|

Innen z € 7 tetszbleges volta miatt kapjuk, hogy ||Z||* < ||z*z]|.

2.8.4. Tétel. Legyenek A és B C*-algebrdk. Ha ¢ : A — B *~homomorfizmus, akkor
o(A) egy C*-algebra.

Bizonyitas Mivel ¢ folytonos (2.5.7. Tétel), igy magja zart idedl. Tekintve
a A/ker ¢ C*-algebrét, feltehets, hogy az allitdsban szereplé ¢ leképezés injektiv. A
2.5.7. Tétel miatt ekkor ¢ izometria. Az allitas ebbdl mér nyilvanvaléan kovetkezik.

2.8.5. Kovetkezmény. Legyen T C A zart idedl és B C A az 1-et tartalmazo C*-
részalgebra. Ekkor T + B is eqy, az 1-et tartalmazo C*-részalgebra.

Bizonyitas Csak a zartsdgot kell belatni. Tekintsiik az A — A/Z természetes
leképezés megszoritdsat B-re. Ennek értékkészlete, B/Z a 2.8.4. Tétel miatt zart A/Z-ben.
fgy a természetes leképezés folytonossaga miatt kapjuk, hogy ennek inverzképe, 7 4 B is
zart A-ban.

Az aldbbiakban réviden foglalkozunk a B(H) operatoralgebra idedljaival.
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2.8.6. Tétel. Legyen H egy Hilbert-tér. Ekkor B(H) minden idedlja (nemcsak a zdrtak)
zart az adjungdlds miveletére nézve. Ha {0} # Z C B(H) tetszdleges idedl, akkor F(H) C
7.

Bizonyitas Az allitas elsé része a polaris felbontas kovetkezménye. Valdban,
ha T € Z és T = U|T| a T polaris felbontésa, akkor U*T" = |T'| miatt |T'| € Z. Innen
T* = |T|U* miatt kapjuk az Z énadjungdltsigét.
A tétel masodik részéhez legyen 0 # T € Z. Legyen u,y € H olyan, hogy (T'u,y) # 0.
Mivel
(Tu,yyrRu=2y-T - u@vel

teljesiil minden x,v € H esetén, ezért Z tartalmazza a B(H) Osszes egyrangu elemét.
Innen adédik, hogy F(H) C Z.

2.8.7. Tétel. Legyen H szepardbilis végtelen dimenzids Hilbert-tér. Ekkor B(H) minden
valddi idedlja része a kompakt operdtorok C(H) idedljanak. Igy B(H) egyetlen nemtrividlis
zart idedlja C(H).

Bizonyitas. Legyen Z C B(H) valédi idedl, és tegyiik fel, hogy létezik olyan T' € T
operéator, ami nem kompakt. A polaris felbontas miatt ekkor |T'| € 7 sem kompakt.
Tekintsiik a |7’ spektralfelbontasét:

7| = / ME).
a(|T])

A 2.5.4. Tételben szereplo, a spektralintegralnak integralkozelité osszegekkel normaban
lévé B Borel-halmaza esetén az FE(B) projekciénak végtelen rangunak kell lennie.
Egyébként ugyanis |T'| véges rangi operatorokkal lenne approximalhaté az operdtor-
normaban, s ez azt jelentené, hogy |T'| kompakt. Konnyen latszik, hogy létezik olyan
f korlatos Borel-fiiggvény |T'| spektrumén, melyre f(A)A = xg(A) (A € o(|T])). Innen
a fiiggvénykalkulusnak korlatos Borel-fiiggvényekre valé kiterjesztését felhasznélva kap-
juk, hogy E(B) = A|T| teljesiil valamely A € B(H) operatorral. Ezért E(B) € T.
Mivel H szeparébilis és rng F(B) végtelen dimenzids, igy F(B) értékkészlete ugyan-
olyan (Hilbert-) dimenziés mint H. Kovetkezésképpen létezik olyan U parcidlis izometria,
melyre I = UE(B)U*. Innen [ € 7 adddik, ami ellentmondés, hiszen Z valddi ideal.

Ha Z nemtrividlis zart idedl, akkor az el6zéek miatt F(H) C Z C C(H), és igy az
F(H) = C(H) 6sszefiiggés figyelembevételével kapjuk, hogy T = C(H). A bizonyités

ezzel teljes.

2.8.8. Definicié. Ha H szeparabilis végtelen dimenzids Hilbert-tér, akkor a B(H)/C(H)

C*-algebrat Calkin-algebranak nevezziik.



2.8. C*-algebrdk idedljai 80

2.8.9. Megjegyzés. A Calkin-algebra igen fontos C*-algebra, melynek az alabbiakban
megemlitjitk néhdny alapvetd tulajdonsagat (lasd [5]). Az el6zé tétel miatt ez az algebra
egyszerl, azaz nincs nemtrividlis idealja.

Tovébba konnyt latni, hogy B(H)/C(H) kontinuum sok paronként ortogonalis nem-
nulla projekciot tartalmaz. Egy C*-algebra onadjungalt idempotenseit projekciéknak ne-
vezzilk. Két projekciét ortogondlisnak mondunk ha szorzatuk 0. Ezek utan az elébbi
allitas a kovetkez6képpen lathato be. Legyen {z,}nen egy teljes ortonormalt sorozat H-
ban. Jelolje A az N végtelen részhalmazainak egy olyan rendszerét, melyek koziil barmely
kettonek a metszete véges. Ilyen halmazrendszerhez juthatunk el, ha pl. minden egyes
valés szamhoz tekintiink egy hozza konvergdlé szigorian monoton csokkend racionalis
szamsorozatot. TetszOleges av € A esetén jelolje P, az {z,, : n € a} altal generdlt zart
altérre vonatkozé ortogondlis projekciét. Konnyti latni, hogy ezek mellékosztélyai P,
(v € A) paronként ortogondlis nemzérus projekciék a Calkin-algebraban.

Ismeretes, hogy a Calkin-algebra minden projekcidja a H valamely projekcidjahoz tar-
tozd mellékosztallyal egyezik meg, és hasonlé igaz a Calkin-algebra parcidlis izometridira
is. Egy C*-algebra v elemét parcialis izometridnak nevezziik, ha vv*v = v. Ezek utan azt
gondolhatnank, hogy teljesen hasonlé allitas igaz az unitér elemek vonatkozasaban is. Ez
azonban nem igaz. Calkin egy tétele szerint a B(H)/C(H) unitér elemei éppen a véges
kodimenziés izometridkhoz illetve adjungéltjukhoz tartozé mellékosztalyok. Az vilagos,
hogy a Calkin-algebra 6nadjungdlt elemei a B(H ) 6énadjungélt elemeibdl szarmaztathatdk.
Hasonlo &llitas azonban nem igaz a normalis elemek vonatkozasaban. A Fredholm-index
tulajdonsagainak felhasznédlasaval egyszeriien belathato, hogy pl. az unilateralis eltolas
nem irhato fel “normaélis + kompakt” alakban.

Ami a Calkin-algebra *-reprezentaciéit illeti, projekciok szamossdgara és az algebra
egyszerliségére vonatkozé fenti észrevételek miatt vildgos, hogy B(H)/C(H)-nak nincs
nemzérus *-reprezenticiéja szeparabilis Hilbert-téren. A [13, 10.4.16. Corollary] allitds
azt mondja ki, hogy a Calkin-algebra irreducibilis *-reprezentacidinak 2¢ szamossdgu ek-
vivalenciaosztalya van.

Végezetill emlékeztetiink arra, hogy az 1.8.15. Megjegyzés szerint tetszoleges X
Banach-tér esetén a B(X) automorfizmusai és derivaciéi mind belsék. Természetes médon
vetédik fel a kérdés, hogy vajon ugyanez igaz-e a Calkin-algebrara vonatkozéan is. A
késébbiekben latni fogjuk, hogy a vélasz derivacidk esetén pozitiv (beldthatd, hogy egy-
szerit C*-algebra derivaciéi mind belsék), azonban az automorfizmusokra vonatkozdan

tudtunkkal mindmaig megoldatlan a probléma.
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2.9 (*-algebrak derivacioi, automorfizmusai és sziirjektiv izo-

metriai

El6szor is megjegyezziik, hogy a Johnson-Sinclair-tétel (1.8.13. Tétel) miatt C*-algebra

minden derivaciéja folytonos.

2.9.1. Tétel. Ha A topologikusan eqyszeri C*-algebra, akkor A minden derivicicja belsd,

azaz felirhato x — ax — xa alakban valamely a € A elemmel.
Bizonyitas. Lasd [20, 4.1.11. Theorem].

2.9.2. Megjegyzés. Az 1.8.15. Megjegyzésben lattuk, hogy a B(H) minden derivaciéja
T — AT — TA alaki valamely A € B(H) operétorral.
Ami a C(X) fiiggvényalgebréat illeti, az 1.8.8. Tétel miatt ennek nincs nemzérus de-

rivaciéja.

Az automorfizmusok vizsgalatdhoz sziikségiink van a kovetkezo lemmara:

2.9.3. Lemma. Legyen A kommutativ C*-algebra a ||.|| normdval. Ha |.||y Banach-

algebra norma A-n, akkor ||.|| < |||

Bizonyitas Hax € A, akkor — mivel z normalis eleme az A C*-algebranak —
|z|| = r(x). Maésrészt, Banach-algebrdban a spektralsugdr mindig kisebb vagy egyenl6

mint a norma, ezért ||z|| = r(z) < ||z|;.

2.9.4. Tétel. Legyen A eqy C*-algebra. Ekkor A tetszéleges ¢ automorfizmusa korldtos
|67 = ||@|| és az automorfizmusok Aut(A) csoportja zdrt B(A)-

linedris transzformdcio,

ban.

Bizonyitas. A korlatossiag adodik Johnsonnak az 1.8.14. Tételben megfogalmazott
eredményébdl. Legyen ¢ € Aut(A). Ha h € A tetszéleges dnadjungalt elem, akkor a
C*(h) kommutativ C*-algebran tekintve az ||z||; = ||¢(z)|| Banach-algebra normét (a tel-
jesség abbdl addédik, hogy az automorfizmusok korlatossidga miatt az ||.|| és [|.||1 normék
ekvivalensek A-n), a 2.9.3. Lemma figyelembevételével kapjuk, hogy |||l < ||¢(h)]||. Le-
gyen most x € A tetszbleges. Ekkor

lz]I* = lla"zl < ll¢(a"2)l| =

lp(z)e(@) | < llellll=[llo()] < ligllll o),
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ahol felhasznaltuk az involicié izometrikussagat. Innen kapjuk, hogy ||z|| < ||o|l||o(x)],
amib6l rogton adddik, a ||¢7 || < ||@]| Osszefiiggés. Ezt ¢ helyett ¢~'-re alkalmazva,
kapjuk, hogy ||[¢~!|| = ||¢||. Legyen most (¢,) automorfizmusok egy sorozata, mely B(.A)
normdajaban konvergal i-hez. Vildgos, hogy ¥ homomorfizmus. Nyilvanvalé tovabb4,
hogy ¥ = ¢, (I — ¢ (¢, — ). Legyen M olyan pozitiv szam, melyre ||¢; || = ||| < M
minden n € N esetén. Elég nagy n indexre kapjuk, hogy ||¢, — 9| < 1/M. Ekkor
7 (b — D) < o | — 2| < 1 miatt T — ¢, (¢, — 1) invertdlhatd. Innen mar az

elozoek figyelembevételével adddik a 1 invertdalhatdsaga.

Emlékeztet6il megjegyezziik, hogy a 2.5.7. Tétel miatt C*-algebrak *-automorfizmusai

mind izometriak.

2.9.5. Példa. Az 1.8.15. Megjegyzésben lattuk, hogy hogyan néznek ki a B(H) auto-
morfizmusai. Ami ezen C*-algebra *-automorfizmusait illeti, konny{i megmutatni, hogy

ezek éppen az
A— UAU*

alakt leképezések, ahol U alkalmas unitér operétor.
Ami a CX) fiiggvényalgebrat illeti, az 1.8.15. Megjegyzésben lattuk, hogy ennek minde

automorfizmusa f — f o ¢ alaku, ahol ¢ : X — X homeomorfizmus.

2.9.6. Tétel. Legyen A topologikusan egyszerti C*-algebra. Ha ¢ olyan automorfizmusa
A-nak, melyre o(¢) C {z € C : Rez > 0}, akkor ¢ belsé automorfizmus, azaz ¢(x) =
ara™t (x € A) teljesiil valamely a € A esetén. Ha ¢ *-automorfizmus, akkor az el6bbi
a € A elem unitér.

Bizonyitads. Lasd [20, 4.1.19. Theorem].
2.9.7. Tétel. Ha az A és B C*-algebrdk izomorfak, akkor 6k *-izomorfak is.

Bizonyitas. Lasd [20, 4.1.20. Theorem]

A szakasz visszamaradd részében C*-algebrak sziirjektiv linedris izometridival foglal-
kozunk. A kérdés az, hogy ha két ilyen gazdag struktira geometridja megegyezik, akkor
ok vajon mennyire tekintheték azonosnak algebrai szempontbo6l? Vilagos, hogy minden
szurjektiv linedris izometria megdrzi a zart egységgomb extremalis pontjait. Ezért van

jelentOsége ezen pontok alabbi algebrai jellemzésének:

2.9.8. Tétel. (KADISON) Legyen A egy C*-algebra és x € A, ||z|| < 1. Az x akkor és
csak akkor extremdlis pontja A zdrt eqységgombjének, ha (1 — x*x)A(1 — zx*) = {0}.
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Bizonyitas. Léasd [11].

Az R gyliriit primnek nevezziik, ha tetszéleges a,b € R esetén aRb = {0}-bdl
kovetkezik, hogy a = 0 vagy b = 0.

Ha H Hilbert-tér, akkor kénnyt l4tni, hogy a B(H)-nak minden olyan részalgebrija,
mely tartalmazza a véges rangi operatorok idealjat, prim algebra. Innen kapjuk az alabbi

kovetkezményt:

2.9.9. Kovetkezmény. Legyen H Hilbert-tér. A B(H) zdrt eqgységgombjének extremdlis
pontjai éppen az izometridk €s a koizometridk, azaz azon U operdtorok, melyekre vagy

UU=1,vagyUU* = 1.

2.9.10. Definicié. Legyenek R, Ry gyturik. Egy ¢ : Ry — R, additiv fiiggvényt

Jordan-homomorfizmusnak nevezziik, ha ¢(x)? = ¢(z?) teljesiil minden z € R, esetén.

Vildgos, hogy minden homomorfizmus és minden antihomomorfizmus (azaz olyan
¢ : Ri — Ry additiv fuggvény, melyre ¢(zy) = ¢(y)o(z) (x,y € Ry)) Jordan-

homomorfizmus.

2.9.11. Tétel. (KADISON) Legyenek A, B C*-algebrdk és v : A — B sziirjektiv linedris
izometria. Ekkor létezik olyan u € B unitér elem és ¢ : A — B Jordan-*-izomorfizmus,

melyre
U(z) =up(r)  (z€A)
(Jordan-*-homomorfizmuson természetesen olyan ¢ Jordan-homomorfizmust értink,

melyre ¢(x)* = ¢(z*) (x € A)).

Bizonyitds Lasd [11]. A bizonyitds alapgondolata az, hogy ¢ az A zart
egységgombjének extremalis pontjait a B zart egységgombjének extremdlis pontjaiba

képezi, mely pontok algebrailag jellemezhetoek, ahogy azt a 2.9.8. Tételben lattuk.

Abban az esetben, ha B prim C*-algebra, akkor a sziirjektiv izometriak pontosabb

leirasaban felhasznalhatjuk Herstein alabbi klasszikus tételét:

2.9.12. Tétel. (HERSTEIN) Legyen Ry gyird, Re pedig 2-torzid-mentes prim qyiri.
Ha ¢ : Ry — Ro szirjektiv Jordan-homomorfizmus, akkor ¢ vagy homomorfizmus vagy

antihomomorfizmus.

Bizonyitas. Lésd [9]. Ott az Ry gyfirlire vonatkozoan feltételként szerepel még a 3-
torzio mentesség, ez a feltétel azonban elhagyhatd, amint arrol meggyozédhetiink példaul
a [16, 6.3.2 Lemma, 6.3.6 Lemma és 6.3.7 Theorem| bizonyitasait kovetve.
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A 2.9.5. Példa soran lattuk, hogy hogyan néznek ki a B(H) *-automorfizmusai. Mivel a
*_antiautomorfizmusok alakja ezekhez teljesen hasonléan kaphaté meg, Herstein tételének

felhasznalasaval konnyen adédik a B(H) szurjektiv izometridinak altaldnos alakja.

2.9.13. Kovetkezmény. Legyen ¢ : B(H) — B(K) szirjektiv linedris izometria. Ekkor
léteznek olyan U : H — K,V : K — H wunitér operdtorok, melyekre

P(A) =UAV (A e B(H)),

vagy
P(A) = UA"V (A€ B(H)),

ahol™ a H eqy rogzitett teljes ortonormdlt rendszerére vonatkozd transzpondlds miiveletét

jeldli.
Ami a C'(X) fiiggvényalgebrak izometridit illeti, igaz a kévetkezé eredmény.

2.9.14. Koévetkezmény. (BANACH-STONE) Legyenek X,Y kompakt Hausdorff-terek.
Ha ¢ : C(X) — C(Y) szirjektiv linedris izometria, akkor létezik olyan ¢ @Y — X
homeomorfizmus és T : Y — C folytonos figgvény, melyre |T(y)| =1 (y € Y) és

W(f)=7-fop  (feCX))

Tehét ha a C(X) és C(Y) Banach-terek izometrikusak, akkor az X és Y topolégikus

terek homeomorfak.

2.10 A Toeplitz-algebra és a BDF-elmélet

Ebben a szakaszban H egy szeparabilis végtelen dimenzids Hilbert-teret jelol.

2.10.1. Definicié. Legyen (e,) teljes ortonormadlt sorozat H-ban és jeldlje S az ehhez
tartozé unilaterdlis eltolast, azaz legyen S = ) e,41®e,. A B(H)-nak az I, S operatorok
altal generdlt C*(S)-sel jelolt C*-részalgebrajat Toeplitz-algebranak nevezziik.

2.10.2. Tétel. (COBURN) Létezik olyan
0— C(H) — C*(S) % C(T) — 0 (2.9)

rovid egzakt sorozat, melyre ¢(S) az identikus figguvény a T komplex egységkoran.
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2.10.3. Megjegyzés. Itt is és a tovabbi rovid egzakt sorozatok esetén is, az A — B
jelolést akkor hasznaljuk, ha A zart idedlja a B C*-algebranak és A identikusan beagyazott
B-be. A nyilak {6l6tt szerepld leképezések *-homomorfizmusok. A Coburn-tételben sze-
replé egzakt sorozat jelentése tehat roviden annyi, hogy C(H) C C*(S) és a C*(S)/C(H)
faktoralgebra, mint C*-algebra, *-izomorf a C(T) fiiggvényalgebraval.

Bizonyitas. Elészor megmutatjuk, hogy C*(S) tartalmazza C(H)-t. Mivel az e;
altal generalt altérre val6 P projekcié felithato P = I — SS* alakban, igy P € C*(95).
Ha {0} # M zart invarians altere a C*(S) operdtoralgebranak és x = > A,e, € M,
Ang 7 0, akkor PS*™0 71z = A, e; is eleme M-nek, tehdt e; € M. Innen ugyancsak az M
invarianciaja miatt addédik, hogy e, = S"e; € M minden n € N esetén. Ebbdl kapjuk,
hogy M = H, tehdt a C*(S) algebra irreducibilis. A 2.7.15. Tétel miatt P € C*(9)
figyelembevételével adddik, hogy C(H) C C*(S).

Mivel S*S = I, ezért az ), \pS™S*™ alaku kifejezések *-algebréat alkotnak, s
ezért ezek siriin vannak C*(S)-ben. Mellékosztalyokra attérve, innen kapjuk, hogy a
S S S alakid kifejezések stirtin vannak C*(S)/C/(H)-ban. Mivel az $*S—SS* = P
operator kompakt, igy S a Calkin-algebra normélis eleme. Ezért a doe NS 5™ alaku
kifejezések egymadssal felcserélhetdek, tehat C*(S)/C(H) kommutativ C*-algebra, ami
megegyezik az S altal a Calkin-algebrdban generalt kommutativ C*-részalgebraval. A
folytonos fiiggvénykalkulusnal tanultak miatt C*-algebra normélis eleme &ltal generalt
kommutativ C*-részalgebra izometrikusan *-izomorf az ezen elem spektrumén folyto-
nos fiiggvények algebrajaval. Meg kell tehdt hatdroznunk az S elem Calkin-algebréara
vonatkozo spektrumat. A Calkin-algebraban valé invertalhatosag kritériuma ismeretes.
Atkinson tétele ([15, 1.4.16. Theorem]|) szerint egy A € B(H) operatornak a Calkin-
algebraban vett képe pontosan akkor invertalhatd, ha A Fredholm-operéator, azaz ha A
zart értékkészletli, és magjanak dimenzidja, illetve értékkészletének kodimenzidja véges.

Ezek miatt a keresett spektrum a
{A e C : S — Al nem Fredholm}

sikbeli halmaz, amirél belathaté, hogy egyenlé T-vel. A fentiek miatt létezik ¢
C*(S)/C(H) — C(T) izometrikus *-izomorfizmus. Ha 7 : B(H) — B(H)/C(H) a
természetes homomorfizmus, akkor a ¢(A) = ¥(w(A4)) (A € C*(S)) médon definidlt
leképezés egy olyan sziirjektiv *-homomorfizmusa a C*(S)-nek C(T)-re, aminek magja
C(H). A bizonyités ezzel teljes.

2.10.4. Tétel. (COBURN) Ha V tetszéleges nemszirjektiv izometria H-n, akkor eqy és
csak egy olyan ¢ : C*(V) — C*(S) izometrikus *-izomorfizmus létezik, melyre (V) = S.
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Bizonyitas. Lasd [7, Theorem V.2.2].

A Toeplitz-algebrahoz val6 eljutas klasszikusabb mdédja a kovetkezd. Jelolje H?(T)
az L*(T) azon zart alterét, melyet az 1,z,2% ... fliggvények generdlnak. Tetszdleges
g € L>®(T) esetén jelolje T, a

T,h = Py2gh (h € HX(T))

médon definidlt operdtort, ahol P2 az L*(T) térnek a H?(T) altérre val6 ortogondlis pro-
jekciojat jeloli. Specidlisan, T, éppen az unilaterdlis eltolas. A T, operatorokat Toeplitz-
operatoroknak mnevezziik, az operatorelmélet egyik legvizsgaltabb operatorosztalyat
képezik.

Ezek utédn beldthaté a kovetkezd eredmény (a bizonyitasért lasd pl. [7, Theorem
V.1.5)).

2.10.5. Tétel. A T, Toeplitz-operdtor dltal generdlt C*-algebrdra
CHT,)={Ty+ K : f € C(T), K € C(L*(T))}.

2.10.6 . Definicié. Legyen X kompakt metrikus tér. Legyen A C B(H) egy, az I-t

tartalmaz6 C*-részalgebra. Ha létezik
0— CH) = AL CX) =0

rovid egzakt sorozat, akkor az (A, ¢) parra azt mondjuk, hogy egy kiterjesztése C'(H)-nak
C(X)-szel.
Két kiterjesztést a
0— C(H) — A 25 C(X) =0
és a
0— C(H) — Ay, 2 C(X) =0
rovid egzakt sorozatokkal ekvivalensnek neveziink, ha van olyan ¢ : A; — Ay *-

izomorfizmus, melyre ¢; = ¢y 0 .

Vildgos, hogy a (2.9) egzakt sorozat egy kiterjesztését, mégpedig az in. Toeplitz-
kiterjesztését adja C'(H)-nak C(T)-vel. Természetes médon vetddik fel a kérdés, hogy
hogyan lehet meghatérozni a C'(T)-vel torténd 6sszes kiterjesztést? Ennek a probléménak
a megvalaszolasa, illetve a 2.10.6. Definiciéban szereplo kiterjesztéseket vizsgald egész
elmélet kidolgozasa Brown, Douglas és Fillmore nevéhez flizédik, melyet ezért BDF-

elméletnek szokds nevezni. Ennek jelentéségérél a [7] konyben azt olvashatjuk, hogy
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a Gelfand-Naimark-tétel utan valdsziniileg a legnagyobb eredménynek tekintheté a C*-
algebrak kiterjedt elméletében.

Amint latni fogjuk, Brown, Douglas és Fillmore munkaja egy tisztan operatorelméleti
probléma megoldésa érdekében létrejott, mély operdtorelméleti, C*-algebrai és algebrai
topoldgiai eredményeket illetve eszkozoket 6tvozé gyonyort elmélet.

A szobanforgd operatorelméleti probléma torténete a kovetkezo. Weyl 1909-ben
megmutatta, hogy onadjungdalt operator spektrumanak a torlédasi pontjaibdl és a
végtelen multiplicitdsi izolalt pontjaibdl (ezek mind sajatértékek) allé részhalmaza nem
valtozik az operator kompakt perturbaciéi esetén. Neumann Janos 1934-ben felhasznalva
azt az eredményt, hogy H-n minden Onadjungalt operdtor eldall egy egy diagondlis
onadjungalt és egy kompakt onadjungalt operator oOsszegeként, bebizonyitotta Weyl
tételének kovetkezd megforditasat: Ha A, B 6nadjungalt operatorok, és spektrumaik fen-
tiekben leirt részhalmazai megegyeznek, akkor A és B unitér-ekvivalensek modulo C'(H),
azaz létezik olyan U € B(H) unitér operator, melyre U BU* — A kompakt. Berg 1970-ben
kiterjesztette Neumann fenti tételét tetszdleges normalis operatorokra. FEzen eredmény
megfogalmazéasahoz sziikségiink lesz a kovetkezo fogalomra.

Ha T € B(H) tetsz6leges operator, akkor 7' lényeges spektruman a

0.(T) ={\ € C : T — A\ képe nem invertdlhaté a Calkin-algebrdban}
={\ € C : T — A\ nem Fredholm-operétor}

halmazt értjiikk. Ismeretes, hogy normalis T" operdtor esetén T spektrumanak torlodasi
pontjaibdl és végtelen multiplicitasu izolalt pontjaibdl allé részhalmaza éppen a T' 1ényeges

spektruma. Ezekutan Berg eredménye a kovetkezoképpen fogalmazhatd meg:

2.10.7. Tétel. (BERG) Legyen T,S normdlis operdtor H-n. Pontosan akkor létezik
olyan U € B(H) unitér operdtor, melyre T — USU* kompakt, ha o.(T) = o.(S).

Mivel itt a Calkin-algebraban val6 egyfajta kapcsolatrél van szd, természetes mdédon
vetédott fel a kérdés, hogy hogyan lehetne a lényegében normadlis operatorok (ezek azon
T € B(H) operatorok, melyekre 7T — TT* kompakt) kérében az unitér ekvivalenciat
jellemezni modulo C'(H). Erre a kérdésre adott vélaszt 1973-ban a BDF-elmélet. Neve-

zetesen, bizonyitast nyert a kovetkezo tétel.

2.10.8. Tétel. (BROWN-DOUGLAS-FILLMORE) Legyenek T,S € B(H) lényegében

normdlis operdtorok. Pontosan akkor létezik olyan U € B(H) unitér operdtor, melyre
T —USU* kompakt, ha

(1) 0o(T) = 0e(5);
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(i7) ind (T'— M) = ind (S — A\]) minden A ¢ o.(T) esetén.

Itt ind a Fredholm-indexet jeloli, azaz ha T Fredholm-operator, akkor ind7T =
dimker 7" — codimrng 7. A Fredholm-index alapveté tulajdonsdgai koziill megemlitjiik
a kovetkezoket (lasd [17, 3.3.18 Proposition, 3.3.19. Proposition]). Az ind fiiggvény
folytonos és egészértékii. Ha T, S Fredholm-operator, akkor ind (7°S) = ind (") 4 ind (5).

A 2.10.8. Tételre csak az utébbi idékben, egészen pontosan 1991-ben sikertilt “tisztan”
operatorelméleti bizonyitast adni mégpedig Berg-nek és Davidson-nak. A probléma
mélységét jellemzi, hogy ezen bizonyitas 40 oldal hosszi, de a kiterjesztések elméletén
keresztiil valé bizonyitast sem sikeriilt tobb 10 oldalasrél leredukalni.

Mi koze van a 2.10.8. Tételben adott karakterizacionak a kiterjesztésekhez? Ha T
lényegében normalis operétor, akkor B(H)-nak az I,T,C(H) &ltal generélt Cp-vel jelolt
C*-részalgebrajara B(H)-nak kapjuk, hogy Cr/C(H) kommutativ C*-algebra, s mivel
ezt T = T + C(H) generdlja, igy, a Coburn-tétel (2.10.2. Tétel) bizonyitdsahoz hasonléan
beldthatd, hogy Cp/C(H) izometrikusan *-izomorf a T-nek a Calkin-algebrara vonatkozd
spektrumén, azaz a o.(7) halmazon értelmezett folytonos fiiggvények algebrajaval. Ha
or : Cp/C(H) — C(0.(T)) jeloli azt az egyértelmiien meghatérozott *-izomorfizmust,
melynél az egységelem képe az azonosan 1 fiiggvény, T-jé pedig az identikus fiiggvény,
akkor felirhaté a

0 — C(H) — Cp 2% C(0,(T)) — 0 (2.10)

rovid egzakt sorozat. Ha most 7', S lényegében normélis operatorok megegyez6 1ényeges
spektrummal, azaz ha o.(T) = 0.(S) = X C C, akkor beldthatd, hogy T és S ponto-
san akkor unitér-ekvivalensek modulo C(H), ha a megfelel6 (Cr, ¢r o 7), (Cs, ¢pg o )
kiterjesztések ekvivalensek. Igy jutunk el a lényegében normélis operatorok modulo
C(H) unitér ekvivalencidjanak kérdésétdl a kiterjesztések problémakoréhez, tehat egy
un. “single operator theoretical” kérdéstol egy C*-algebrai problémahoz.

Lassuk most a BDF-elmélet elemeit. A részleteket illetéen utalunk a [7] kényv IX. Fe-
jezetére és a [22] dolgozatra, illetve, természetesen, az ezek irodalomjegyzékében fellelhet6
eredeti BDF-dolgozatra.

Rogzitsiink egy X kompakt metrikus teret. Eloszor is sziikségiink lesz a kiter-
jesztéseknek egy masik, de a fentivel egyenértékii megfogalmazasara. Ha 7 : C(X) —
B(H)/C(H) injektiv *-homomorfizmus, melyre 7(1) = I, akkor 7-ra azt mondjuk, hogy a
C(H) egy kiterjesztése C'(X)-szel. Ha adott egy (A, ¢) kiterjesztésiink a régi értelemben,
akkor ez indukél egy ¢ : A/C(H) — C(X) *-izomorfizmust. A 7 = 5_1 leképezés
kiterjesztés az utébi értelemben. Megforditva, ha 7 : C(X) — B(H)/C(H) egy kiter-
jesztés az utébbi értelemben, akkor az A = 77 1(7(C(X))) egy, az I-t tartalmazé C*-

részalgebrdja B(H)-nak és ¢ =71 om: A — C(X) sziirjektiv *-homomorfizmus, melyre
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ker ¢ = C'(H). Tehét (A, ¢) egy kiterjesztés a régi értelemben, melyhez a fentiek szerint
tartozo, 1j értelemben vett kiterjesztés éppen 7. fgy a két kiterjesztésfogalom egymassal
egyenértékii.

Legyenek 7,7 : C(X) — B(H)/C(H) kiterjesztések. Azt mondjuk, hogy 7 és 7
ekvivalensek, ha létezik olyan U € B(H) unitér operdtor, melyre 7(f) = Un(f)U
(f € C(X)). Nem nehéz latni, hogy ahogyan a kiterjesztésekre a fentiekben adott két
fogalom egyenértékii, ugyanez all a kiterjesztések ekvivalencigjara is. A fenti “fogalom-
duplazasnak” az az értelme, hogy bizonyos esetekben az egyikkel, mig méaskor a mésikkal
kényelmesebb dolgozni.

Jelolje Ext(X) a 7 : C(X) — B(H)/C(H) kiterjesztések [7] ekvivalenciaosztalyainak
halmazét. Ext(X)-en definidlhaté egy +-szal jelolt miivelet a kdvetkezOképpen

[11] + [12] = [ @ Tol.

A definicié implicit médon tartalmazza a kovetkezdket. A B(H)/C(H) elemeib6l képzett
2 x 2-es matrixok My(B(H)/C(H)) algebrédja beazonosithaté B(H)/C(H)-val. Ezt azért
tehetjiilk meg, mert H szeparabilis végtelen dimenzios Hilbert-tér, s ezért H & H izomorf
H-val. Ezen utébbi (unitér-) izomorfia egy olyan beazonositast indukal Msy(B(H)) és
B(H) elemei kozott kozott, melynél My(C(H))-nak éppen C(H) felel meg. Konnyt latni,
hogy a fenti definicié korrekt abban az értelemben, hogy nem fligg Ext(X) elemeinek
reprezentansvalasztasatol.
A BDF-elmélet elsé alaptétele a kovetkezd.

2.10.9. Tétel. (BROWN-DOUGLAS-FILLMORE) Ext(X) a fenti mivelettel kommutativ

csoport.

Ezen tétel bizonyitasa, amit itt nem targyalunk, igen komoly eszkozoket igényel. Mi
lehet Ext(X) neutralis eleme? Ez az un. trividlis kiterjesztés. A 7: C(X) — B(H)/C(H)
kiterjesztést trividlisnak nevezziink, ha van “unital lifting”-je, azaz ha létezik olyan p :
C(X) — B(H) *-homomorfizmus, melyre p(1) = I és 7 = 7o p (ekkor p sziikségszertien
injektiv). Lényegében normélis operatorokkal kapcsolatban meg lehet mutatni, hogy a
T € B(H) lényegében normaélis operator altal generdlt (2.10) kiterjesztés pontosan akkor
trividlis, ha T felirhat6 “normdlis + kompakt” alakban (v6. a 2.8.9. Megjegyzésben
emlitettekkel).

Belathato, hogy tetszoleges X kompakt metrikus tér esetén van trividlis kiterjesztés,
mégpedig ekvivalenciatol eltekintve pontosan egy. Megjegyezziik, hogy abban az esetben,
ha X “pusztén csak” egy kompakt Hausdorff-tér (nem pedig, ahogy mi feltételeztiik, kom-
pakt metrikus tér) akkor esetleg nincs 7 : C(X) — B(H)/C(H) trivialis kiterjesztés. Ez
a helyzet pl. a BN\ N térrel. Itt SN az N tigynevezett Stone-Cech-féle kompaktifikaltjat
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jeloli, ami a C*-algebrdk nyelvén éppen az (. (N) struktiratere, tehét az a homeomor-
fia erejéig egyértelmiien meghatdrozott kompakt Hausdorff-tér, melyre (. (N) = C(5N).
Konnyt latni, hogy C(BN\N) = ¢ (N)/c¢o(N), ami a Calkin-algebrahoz hasonléan konti-
nuum sok paronként ortogondlis nemzérus projekciét tartalmaz, s igy nem reprezentalhato
injektiv médon szepardbilis Hilbert-téren. Tehdat nincs olyan 7 : C(BN\N) — B(H)/C(H)
kiterjesztés, aminek lenne “unital lifting”-je.

Megmutathaté tehét, hogy a trividlis kiterjesztések ekvivalenciaosztalya adja Ext(X)
neutralis elemét. Lassunk két egyszerii példat olyan X kompakt metrikus térre, melyre
Ext(X) = {0} teljesiil, azaz amikor C(H)-nak C(X)-szel valé minden Kkiterjesztése
trividlis. Bebizonyithat6, hogy ez a helyzet abban az esetben, ha C(X) egy darab valés
fiiggvénnyel generalhaté (példaul ha X C R kompakt részhalmaz), vagy ha C'(X)-et ge-
neraljak a projekcioi.

Tekintsiik most az X = T esetet. Hogyan fogalmazhaté meg ebben a specialis eset-
ben a kiterjesztések leirasanak kérdése? Mivel C(T)-t generaljak a z,Z fiiggvények, igy
egy tetszbleges T kiterjesztést elég csak a z fiiggvényen ismerni. A 7(z) szitkségképpen
unitér eleme a Calkin-algebranak és (a Calkin-algebrara vonatkoz6) spektruma éppen T.
Konnyen lathato, hogy ez a kapcsolat meg is fordithatd, azaz tetszoéleges unitér eleme
a Calkin-algebranak, aminek spektruma T, indukal egy 7 : C(T) — B(H)/C(H) kiter-
jesztést. fgy az Ext(T) csoport lefrdsa a Calkin-algebra azon unitér elemeinek a modulo
C(H) unitér-ekvivalencia erejéig torténé meghatarozasdaval egyenértékii, mely unitér ele-
mek spektruma T.

Tekintsiik a Toeplitz-kiterjesztést, ami a C(H) egy kiterjesztése C(T)-vel. Beldthatd,
hogy a (2.9) rovid egzakt sorozattal megadott kiterjesztés a kiterjesztések utébb adott
fogalmat tekintve 7(f) = n(T%) (f € C(T)) médon adhaté meg. A 7(C(T)) C*-algebrat
generdlja a T, + C'(H) mellékosztély. Ezen mellékosztély elemeinek kozos jellemzdje
a Fredholm-indexiik, ami —1. Nyilvanvald, hogy ezen kiterjesztés segitségével a kiter-
jesztések kozotti miivelet definiciéjat figyelembe véve megkaphatjuk az Ext(T) egy olyan
részcsoportjat, ami izomorf az egész szamok Z additiv csoportjaval.

A kovetkez6 tétel azt mutatja, hogy a fentiekben konstrualt kiterjesztésekkel megkap-
juk Ext(T) 6sszes elemét.

2.10.10. Tétel. (BrROWN-DOUGLAS-FILLMORE) Ext(T) = Z. A Fredholm-index
segitségével a ~yr([r]) = ind7(z) mddon definidlt ~yr leképezés csoportizomorfizmusa
Ext(T)-nek Z-re.

Mi a helyzet altalanosabb X metrikus terek esetén? Ezen kérdés targyaldsdhoz
sziikségiink van a kovetkezé fogalomra. Legyen X kompakt metrikus tér. Tekintsiik

a C(X) C*-algebra invertdlhat6 elemeinek topolégikus csoportjat. FEzen csoportnak az
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1 komponensére (ez Lorch tétele, a 1.3.19. Tétel miatt éppen az e/ (f € C(X)) alaki
fiiggvények altal alkotott részcsoport) vonatkozé faktorcsoportjat X elsé kohomotoépia-
csoportjanak nevezziik és m!(X)-szel jeloljiik. Megmutathaté, hogy 7'(X) megegye-
zik az f : X — C\ {0} figgvények homotdpia-osztalyainak csoportjaval (a miivelet
természetesen a fliggvények pontonkénti szorzasabol addodik).

Bebizonyithat, hogy a komplex sik tetsz6leges X kompakt részhalmazdra 7! (X) meg-
egyezik a [z — A,] homotdpia-osztalyok dltal generalt szabad Abel-csoporttal, ahol {\,},
egy olyan halmaz mely pontosan egy A, pontot tartalmaz a C\ X minden korlatos kom-
ponensébol.

Definialjuk a

vx : Ext(X) — Hom(7'(X),Z)

leképezést a

wx([TD(S]) =ind (r(f))  ([f] € 7'(X))

Osszefiiggéssel. Mivel a kiterjesztések korében az ekvivalencia definicidja szerint [1] = [72]
pontosan akkor all fenn ha létezik olyan U € B(H) unitér operdtor, melyre 7(f) =
Un(f)U* (f € C(X)), igy a Fredholm-index tulajdonségai miatt x definiciéjaban
a jobb oldal nem fiigg a kiterjesztések reprezentansvalasztasatol. Tovabba, mivel a
Fredholm-index Z-beli értékeket felvevo folytonos fiiggvény, igy ind homotépia-invarians.
Ezért vx jobb oldala nem fiigg az [f] homotépia-osztélyok reprezentdnsvélasztdsatol sem.
Végezetiil, mivel a Fredholm-operatorok szorzatanak indexe az egyes indexek Osszege,
kapjuk, hogy vx az Ext(X)-et Hom(7!(X), Z)-be képezd csoporthomomorfizmus.

A BDF-elmélet f6 eredménye, melynek segitségével sikeriilt a 2.10.8. Tételbeli karak-

terizaciot megkapni, a kovetkezo.

2.10.11. Tétel. (BROWN-DOUGLAS-FILLMORE) Ha X C C a sik kompakt részhalmaza,
akkor a fentiekben definidlt vx : Ext(X) — Hom(n'(X),Z) leképezés csoportizomorfiz-

mus.

Ezen tételbol mar kénnyen adddik a nevezetes 2.10.8. Tétel. Valdoban, a szakaszban
emlitett eredmények miatt, ha 7S € B(H) lényegében normalis operdtorok megegyezé
0.(T) = 0.(S) = X spektrummal, tovabba teljesiil hogy ind (T — M) = ind (S — AI)

minden A ¢ X esetén, akkor a T, S-hez kapcsolddd 7r, 7g kiterjesztésekre fennéll, hogy
x([rr))([z = A]) = ind (T' = A) = ind (5 — A) = yx([7s])([z = A])

(A € C\X). Mivel a [z— A] homotépia-osztalyok generédljak az X kohomotdpia-csoportjat,
ezért vx([rr]) = vx([7s]). A 2.10.11. Tétel alapjan innen az kovetkezik, hogy a 7 és 7

kiterjesztések ekvivalensek, amibdl kapjuk, hogy 7', S unitér-ekvivalensek modulo C(H).
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Végezetill megemlitjiilk azt a nagyon érdekes eredményt, mely szerint a fenti tétel
allitdsa igaz marad a 3-dimenziés esetben, tehat R3 kompakt részhalmazai esetén is,
azonban érvényét veszti ennél magasabb dimenzidokban. Ami a T magasabb dimenzids
megfeleldjét, tehdt az R™ euklideszi tér zdrt egységgombjének S i-gyel jelolt feliiletét il-
leti, bizonyitast nyert, hogy paros n esetén esetén Ext(S™!) = Z, mig a pdratlan esetben
Ext(S™1) = {0}, tehat ekkor csak trividlis kiterjesztés létezik.

2.11 AF algebrak

2.11.1. Tétel. Legyen A véges dimenzios C*-algebra. Ekkor A izometrikusan *-izomorf

véges sok teljes matrizalgebra direktosszegével.

Bizonyitas. (Vazlat) Legyen 7 : A — B(H) irreducibilis *-reprezenticié. Ek-
kor w(A) = CI, amibél 7(A)" = B(H). A 3. Fejezetben majd megismerkediink von
Neumann dupla kommuténs tételével. Eszerint B(H) tetszbleges B, az I-t tartalmazd
*_részalgebrajanak dupla kommuténsa, B” megegyezik B-nek az tn. erds vagy gyenge
operator topolégidban vett lezartjaval. Jelen esetben m(A) véges dimenziés altér és igy
minden lokdlisan konvex topoldgidban zart. Kovetkezésképpen 7(A) = B(H). Innen
kapjuk, hogy H véges dimenzios.

Megmutathatd, hogy C*-algebra minden f korlatos linearis funkciondlja el6all f =
p1 — p2 + i(p3 — ps) alakban, ahol py, ..., ps pozitiv linedris funkciondlok (lasd pl. [12,
4.3.6. Theorem és 4.3.7. Corollary|). A Krein-Milman tétel és A véges dimenziés volta
miatt A minden allapota tiszta allapotok konvex kombinécidja. fgy kapjuk, hogy létezik
A tiszta dllapotainak véges hil rendszere (lasd a Gelfand-Naimark tétel bizonyitasat). Mi-
vel tiszta allapothoz a Gelfand-Naimark-Segal konstrukeié szerint tartozé *-reprezentdcid
irreducibilis, ezért A izometrikusan *-izomorf egy m1(A) @ ... ® m,(A) direkt Ssszeggel,

ahol 7, ..., m, irreducibilis *-reprezentdcidk. A tétel allitdsa innen mar addédik.

2.11.2. Definicié. Egy A C*-algebrit AF (approximately finite) algebranak neveziink,
ha léteznek olyan A, C A, az 1-et tartalmazd véges dimenzids C*-részalgebrak, melyekre
A, C Apir (n €N) és Upen A, = A. A szokdsoknak megfeleléen a tovabbiakban éliink
az Ag = C1 jeloléssel.

Legyen A, A; két, az l-et tartalmazé, véges dimenzids C*-részalgebraja az A C*-

algebréanak, melyekre A; C As. A véges dimenzidssdg miatt kapjuk, hogy

A= M, (C)&... 8 M, (C), A=M,(C)&...&M,/(C)
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Az A, C A, tartalmazés indukdl egy
¢: My, (C)® ... M, (C) — My, (C)®...® My(C)

injektiv *-homomorfizmust, melyre ¢(1) = 1. Hogyan irhaté le ¢7 Meg lehet mutatni,
hogy (unitér izomorfiatdl eltekintve) ¢ hatdsa minden egyes M, (C) tényezén az, hogy
ezen tényezGt aj-szer “bemasolja” az M, (C) algebrdk diagonélisaiba “diszjunkt” mddon.
Tovabba kiilonbozé i-kre a hatdsok tgyszintén “diszjunktak”. Az [a;;] [ x k-s matrixot a ¢
multiplicitds-matrixdnak nevezziik. Ennek elemeire fennall az [a;;|[n;] = [m;] Osszefliggés.
A konnyebb érthetéség kedvéért lassunk két példat. A Ce My(C)d My (C) és Ch M;(C) e

M,(C) kizdtt a S
A B

A B) — (A |F LY

0 A 0 B

A o] [A4 o]
(MAB)— | A, ,
0 B 0 B

és

leképezések egy-egy, az egységelemet megérzd injektiv *-homomorfizmust irnak le. Az

els6 esetben a multiplicitas-matrix

1 00
110
00 2
mig a masodikban
1 00
1 01
011

A fenti leképezések egyszertien leirhatéak grafikusan is. frjuk le egy oszlopba az C &
M5(C) & M5(C) egyes tényezbihez tartozé dimenzidkat és tegyitk meg ugyanezt egy ettdl
jobbra es6 oszlopban a C & M3(C) & M4(C) tényezbivel. Hiuzzunk balrdl jobbra nyilakat
annak megfelelGen és annyit, ahanyszor az egyes tényezdk “bemaésolasa” megtorténik. fgy

esetinkben az

l—1

N

2—=3
2—=4

illetve

l—1

2\3

>

2——=1

abrakat kapjuk.
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2.11.3. Definici6. Ha A egy AF algebra, (A,) pedig egy, az l-et tartalmazé C*-
részalgebraknak a tartalmazasra nézve monoton névekvo sorozata, melynek unidja stri
A-ban, akkor az egyes A, C A, tartalmazasokhoz a fentiek szerint tartozé abrak

egymashoz flizésébol adodo alakzatot az A Bratteli-diagramjanak nevezziik.
Amint az sejtheto, dltalaban egy C*-algebranak tobb Bratteli-diagramja is megadhato.

2.11.4. Példa. Legyen H szeparabilis végtelen dimenziés Hilbert-tér és tekintsiik az
A = C(H) @ CI C*-algebrat. Vilasszunk egy (e,) teljes ortonormélt sorozatot H-ban.

Jelolje P, az ey, ..., e, altal generdlt altérre valé projekciot. Legyen
A,=P,CH)P,&C(I — P,) = M, dC.

Koénnyt latni, hogy U, A, = A. Az A, C A, tartalmazasnal M, (C)-et egyszer
“mésolodik” be M, 1(C)-be, a C pedig egyszer M, 1(C)-be és ugyancsak egyszer C-be.
[gy kapjuk A Bratteli-diagramjat:

1 1 1 1 1 e
T 1 2 3 4 5 S
2.11.5. Példa. A CAR algebra. Legyen H szeparabilis végtelen dimenziés Hilbert-tér.
Legyen o : H — B(H) olyan linedris leképezés, melyre

a(f)alg) + alg)a(f) = 0
és
a(f) a(g) + alg)a(f)" = (g, )1
teljesiil minden f, g € H esetén. Az « értékkészlete dltal generalt A-val jelolt C*-algebrat
CAR (canonical anticommutation relations) algebrdanak nevezziikk. Meg lehet mutatni,
hogy létezik az A I-t tartalmazo C*-részalgebrainak egy olyan tartalmazédsra nézve mo-

noton névekvé (A,,) sorozata, melynek unidja stiri A-ban, A,, izomorf Mo (C)-vel és az
A, C A, tartalmazasok altal indukalt ¢, : Man (C) — Man+1(C) *-homomorfizmus

A 0

¢n(A) = 0 A

alaki. Ezért a CAR algebra Bratteli-diagramja:
1 2 4 8 16 32
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A ¢, értékkészlete benne van az Man(C) @ Maon(C) C Myn+1(C) algebraban. A ¢,,4q
hatasat vizsgalva kapjuk, hogy

B, 0 0 0
By 0 0 By 0 O
¢n+1 ==
0 B, 0 0 By O
0 0 0 B,

Beldthatd, hogy az Man(C) & Man(C)-nek az A-ban megfelel6 B, C*-részalgebrikra
fennall, hogy
A1CB1CA2CBQCA3C83C....

fgy kapjuk a CAR algebra kévetkezo alternativ Bratteli-diagramjat:
1/1><2><4><8><16><"
T~ 1 2 4 8 16 e
2.11.6. Példa. Legyen X kompakt Hausdorff-tér. Ha C'(X) AF algebra, akkor mivel a
véges dimenziés kommutativ C*-algebrékat generdljdk a projekcioi, kapjuk, hogy a C'(X)

projekcidi dltal generalt altér siri C'(X)-ben. Ebbél addédik, hogy X teljesen szétesd
(azaz a clopen halmazok bazist alkotnak X-ben). Megforditva, tegyiik fel, hogy C(X)
szeparabilis (ez el6feltétele annak, hogy AF lehessen). Ebbdl kévetkezik, hogy X masodik
megszamldlhaté (azaz van megszamlalhat6 bézisa), amib6l Urysohn egy metrizacios tétele
szerint kapjuk, hogy X kompakt metrikus tér. Tegyiik fel, hogy X teljesen szétes6. Ha
tekintiink egy clopen halmazokbdl allé béazist, akkor az egyes halmazok karakterisztikus
fiiggvényei olyan projekciék C'(X)-ben melyek tévolsiga legaldabb 1. Mivel C(X) sze-
parabilitasabdl adédik ezen projekcidk halmazanak a szeparabilitdsa, igy a fenti clopen
halmazokbdl allé béazisa X-nek megszamlalhat6. Innen adédik, hogy C(X)-ben megad-
haté megszdmlalhaté sok olyan projekcid, melyek altal kifeszitett altér stirt, azaz C(X)
egy AF algebra.

Konkrét példaként tekintsiik a Cantor halmazt, amit most X-szel jeloliink. Legyen
X, a [0,1] intervallum 2" db 1/3" hosszisagu részintervallumabdl &ll6 darabja, melyet
X konstrukcidjanak n-edik lépésében kapunk. Jeldlje A, az A = C(X) azon részal-
gebrajat melyet azok a fliggvények alkotnak, amik konstansok X-nek az X,-et alkoté
részintervallumokba esé darabjain. Vildgos, hogy A, izomorf C?'-nel. Tovabbd az
A, C A, tartalmazésnak megfelels ¢, : C2" — C2""" *-homomorfizmus C?" minima4lis
projekcidit C2""" két minimalis projekcidjanak sszegére bontja. Ezért C'(X) Bratteli-

diagramja a kovetkezo:
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2.11.7. Példa. Egy A C*-algebrat UHF (uniformly hyperfinite) algebranak neveziink, ha
létezik az 1-et tartalmazd C*-részalgebrdinak egy olyan, a tartalmazésra nézve monoton
novekvé (A, ) sorozata, melynek unidja stirti A-ban és minden n € N esetén A,, *-izomorf
egy teljes matrixalgebréval. Jelolje ezen teljes matrixalgebrékat My, (C). Mivel My, (C)
és My, ., (C) kozott van egy ¢, injektiv *-homomorfizmus, melyre ¢, (1) = I, igy kapjuk,

hogy ky|kn+1 minden n € N-re. Tetsz6leges p primszam esetén legyen
ep(A) = sup{l € NU {0} : p'|k, valamely n € N esetén }.

2.11.8. Tétel. (GrimMM) Az A és B UHF algebrdk pontosan akkor izometrikusan *-
izomorfak ha €,(A) = €,(B) teljesiil minden p € N primszdm esetén. Minden UHF

algebra eqyszeri.

ep(A)

Ha A egy UHF algebra, akkor a 0(A) = [] formalis szorzatot az A-hoz

tartoz6 szuperszamnak (supernatural number) szokds nevezni. Meg lehet mutatni, hogy

p prime p

a CAR algebra (izomorfia erejéig) éppen a 2°° szuperszamu UHF algebra.
Léassunk most néhany alapveté eredményt altalanos AF algebrdakkal kapcsolatban (a

bizonyitdsok megtalalhaték Davidson [7] konyvének I11. Fejezetében).

2.11.9. Tétel. Ha két AF algebra ugyanazon Bratteli-diagrammal rendelkezik, akkor ok

*

1zmoteritkusan *-izomorfak.

2.11.10. Tétel. Egy A C*-algebra AF akkor és csak akkor ha
(1) A szepardbilis és

(ii) minden € > 0 és Ay,..., A, € A esetén létezik egy olyan B véges dimenzids C*-
részalgebraja A-nak, melyre dist (A;,B) <e (i=1,...,n).

Vegyiik észre, hogy véges sok elemmel generalt C*-algebra konnyen lehet végtelen

dimenzids.



2.12. Csoport C*-algebrak 97

2.11.11. Tétel. Legyenek A és B AF algebrdk. Legyenck A, C A és B, C B az 1-et
tartalmazo C*-részalgebrdknak a tartalmazdsra nézve monoton névekvd sorozatai, melyek
unidja stri A-ban illetve B-ben. Ha A és B *-izomorfak, akkor ugyanez igaz a U, A, C A

és Up,B,, C B *részalgebrdakra is.
Az alabbi példa mutatja, hogy a fenti allitas megforditdsa nem igaz.

2.11.12. Példa. Legyen X a Cantor halmaz és Y = {0} U {l/n : n € N}. Jelolje
A, C C(X) azon fuggvények Osszességét, melyek konstansok az X-nek a Cantor halmaz
konstrukcidja n-edik 1épésében kapott 2™ db intervallumba esé részein. Legyen B, C C(Y)
azon fiiggvények halmaza, melyek konstansok [0, 1/2"]-en. Vildgos, hogy A, = C?" =~ B,
minden n € N esetén. Azonban C'(X) és C(Y') nem izomorfak, hiszen ha azok lennének,
akkor X és Y homeomorf lenne, ami nyilvan nem igaz. A C(Y') Bratteli-diagramja a

kovetkezo:

2.11.13. Tétel. Legyen A eqy C*-algebra ésT C A zdart idedl. HaZ és A/ AF algebrik,
akkor A is az.

2.12 Csoport (C*-algebrak

2.12.1. Csoportgyfiriik. Legyen G véges csoport, R pedig egy gylirli. Az R|G] cso-
portgytrtiin az f : G — R fliggvények halmazat értjik a pontonkénti Gsszeadas és a

konvoliciéo miveletével, melyet az
(F9)(t) =) f(s)g(s™')  (f.g € RIG].t € G)
seG

osszefliggés definial. Tegytik fel, hogy R egységelemes. Jelolje a szobanforg6 egységelemet
e. Legyen b, : G — R azon fliggvény, melyre by(t) = e és b;(s) = 0 ha s # t. Ekkor ezen
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by (t € G) fiiggvények generaljak R[G]-t abban az értelemben, hogy R[G]| minden eleme
felirhaté ), m,b, alakban. Vildgos, hogy b, * bs = b;,. Innen adédik, hogy R[G] felfoghatd

ugy is, mint az ), ryu, alakd, R-beli egytlitthatokkal képzett formélis Osszegek halmaza,

D v+ Y g = Y (re+ )y
t t t

osszefliggéssel, a szorzas pedig a

(Z rtut)(z riue) = Z Z (rere )uy

t ss'=t

ahol az Osszeadés a

egyenldséggel definidlt. Amennyiben R-en adott egy involicid, akkor R[G] is involutivva
teheto. Példaul, ha R = C, akkor legyen

ffy=ft"  (teq, feC[q@)).

Specialisan, bf = b;-1, tehat b, unitér minden ¢ € G estén.

Ha R algebra, akkor természetesen az R[G] csoportgytirii is az.

2.12.2. Az L'(G) csoportalgebra. Legyen G lokdlisan kompakt csoport. Ekkor G
Borel-halmazain létezik olyan p regularis mérték, ami invarians a baloldali eltoldsokra,
tehat amire pu(B) = p(tB) teljesiil minden B C G Borel-halmaz és t € G estén. Isme-
retes, hogy p skalarszorzé erejéig egyértelmiien meghatarozott. Ezt a mértéket bal Haar
mértéknek nevezziik.

Altaldban a bal Haar mérték nem invaridns a jobboldali eltolasokra. Mindazonaltal
létezik olyan A : G — R, folytonos homomorfizmus, melyet modularis fliggvénynek ne-

vezunk, amire
u(Bt) = A(t)u(B)

teljesiil minden B C G Borel-halmaz és t € G estén. A G csoportot unimodularisnak
nevezzilk, ha A = 1. Unimodularis csoportra példdk a kommutativ, illetve diszkrét,

valamint a kompakt csoportok. Be lehet latni, hogy

du(t™") = A()"Hdp(t) (L€ G).

Tekintsiik az L'(G) = L'(G,u) teret. Ekkor L'(G) Banach algebra a pontonkénti

Osszeadas, skalarral valé szorzas, illetve a konvolicid

(% g)(t) = /G [($)g(s du(s) (€ G)
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miuveletével mint szorzéssal és a

FF)y=A07" 0" (teq)

médon definialt involiciéval. A norma természetesen a szokdsos L'-norma. Amint az
konnyen 1dthaté, L'(G) altaldban nem C*-algebra.

Az LY(G) algebrdban létezik 1 normaji szimmetrikus approximativ egység. Va-
lasszunk ugyanis az e egység minden U nyilt kdrnyezete esetén egy olyan fiy nemnegativ
figgvényt, melynek tartéja U-ban van és amelyre f; = fu, ||full = 1. Tekintsiik az U-k
kozott a forditott tartalmazast mint irdnyitédsi relaciét. Konnyt belatni, hogy (fir) appro-

ximativ egység. Ha G metrizdlhatd, akkor L'(G)-ben létezik szekvencidlis approximativ

egység.

2.12.3. Unitér reprezentacidk. Legyen G lokalisan kompakt csoport és H Hilbert-tér.
Jelolje U(H) a B(H) unitér elemeinek csoportjit. A 7: G — U(H) homomorfizmust foly-
tonos unitér reprezentaciénak nevezziik, ha az s — 7(s)x leképezések folytonosak minden
x € H esetén.

Tekintsiik az L?(G) Hilbert-teret és definidljuk a G bal reguldris reprezentdcidjét
L?(G)-n a kovetkezéképpen:

A = f(sT') (s, € G, feL*Q)).
Beldthaté, hogy A : G — B(L?(G)) egy folytonos unitér reprezentacidja G-nek.

2.12.4. A G és az L'(G) reprezentdcioi kozotti kapcsolat. Legyen 7: G — U(H)

folytonos unitér reprezentaciéja G-nek. Ekkor a
") = [ Sorsane) (LG

mdédon definidlt 7 : L'(G) — B(H) leképezés nemdegeneralt *-reprezentdcidja L'(G)-nek
H-n. Itt a fenti integrél a gyenge értelemben érténdé, tehat [, f(s)7(s)d u(s) az a 7 (f)-fel
jelolt operator, melyre

<ﬂﬂaw:[j@Wﬁnme$ (2. € H)).

Ezek utan a fenti allitds igazolasa csupan egyszerii integralelméleti meggondolasokat
igényel. Megforditva, legyen 7 : L'(G) — B(H) nemdegenerdlt *-reprezentdcié. Legyen
(€) egy 1 normdju szimmetrikus approximativ egység L'(G)-ben. Tetszéleges f € L'(G)
estén jelolje fy(t) = f(s~'t). Konnyen beldthaté, hogy

(€a)s * f = (€a* f)s ﬂfs-
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Hasonldéan a 2.5.7. Tételhez, beldthatd, hogy involutiv Banach algebranak C*-algebraba

torténd minden *-homomorfizmusa kontrakeid. Ezt felhaszndlva kapjuk, hogy

((ea)s)m(fle —= m(fs)z.

Mivel m nemdegeneralt, igy a {w(f)z : f € L'(G),» € H} rendszer ltal generdlt altér
stirit H-ban. A Banach-Steinhaus tétel miatt kapjuk, hogy (7((€a)s))a pontonként kon-
vergens. Legyen

7(s) = licrynﬂ((ea)s) (s € G) (2.11)

ahol a hatarérték pontonként értendd. Ekkor 7: G — B(H). A fentiekbdl kovetkezéen
T(s)n(f)x = m(fs)z (s€ G, fel'(G),xr € H).

Innen egyszertien kapjuk, hogy 7 csoporthomomorfizmus és 7(1) = I. A (2.11)-beli
pontonkénti konvergenciat, valamint 7 kontrakcié voltat figyelembe véve kapjuk, hogy
I7(s)|| < 1 ¢és ||7(s)7'| = ||7(s7H)|] < 1, ahonnan kapjuk, hogy 7(s) unitér minden
s € G esetén. A 7 folytonossiga az s — f, leképezés folytonossiagabdl! és a Banach-
Steinhaus tételbdl kovetkezik. Nem nehéz bebizonyitani, hogy a G igy kapott unitér
reprezentaciéjahoz tartozé *-reprezenticidja L'(G)-nek éppen az eredeti m-vel jelolt rep-
rezentacié. Ehhez elészor vegyiik észre, hogy rogzitett z,y € H esetén az f +— (n(f)z,y)
leképezés folytonossdga miatt van olyan h € L*>°(G) fiiggvény, melyre

f)z, ) = /G F(&)h(s)du(s)  (f € LY(G)).

Ekkor
(r(s)m( )z y) = (n(fo)e, ) = /G F(s~ () du(t).

/f 9), y)du(s /f/ LRt dia()dp(s) =

/| / F(s)als DM du()dn(t) = [ (7% DOh(O)dn(t) =
G
(m(f *g)z,y) = (7(f)m(g)z,y)-
Mivel ez teljesiil minden z,y € H és g € L'(G) esetén, kapjuk, hogy
- / f()r(s)duls)  (f € L'(G))

s ez volt amit bizonyitani kellett.

Ezért

Az el6z6ekbol adédik, hogy a fent konstrualt megfeleltetés G folytonos unitér repre-

zentdcioi és az L'(G) nemdegeneralt *-reprezentdcioi kozott bijekcid.

Ha f € LP(G), 1 < p < o0, akkor az s — f, leképezés folytonos az LP-normdban.
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2.12.5. Csoport C*-algebra. Definidljunk egy C*-normét L'(G)-n a kovetkezOképpen:
|1l = sup{||7(f)|| : ® nemdegenerdlt *-reprezentaciéja L'(G)-nek }.

Konnyen lathaté, hogy a G bal regularis reprezentacidja altal indukalt 7 reprezentaciojara
LY(G)-nek teljesiil, hogy (7(f)g,h) = (f x g,h) (f € LYG),g,h € L*(G))?. Innen
kovetkezik, hogy tetszéleges f # 0 esetén van olyan nemdegeneralt *-reprezentacidja
L'(G)-nek, amire 7(f) # 0. Tehdt a fentiekben definidlt f — || f]| leképezés valoban C*-
norma L'(G)-n. Természetesen ezzel L'(G) altaldban nem teljes, azonban bedgyazhaté
egy C*-algebrdba slirli *-részalgebraként. Ezen C*-algebrat a G csoport csoport C*-
algebrdjdnak nevezziik és C*(G)-vel jeloljiik. Vildgos, hogy L'(G) minden nemdegenerélt
*_reprezentaciéja kitejesztheté a C*(G) nemdegeneralt *-reprezenticidjava, mégpedig
egyértelmi moédon. A 2.12.4. pontbdl addédik, hogy kolesonosen egyértelmii kapesolat
létesithet6 a G folytonos unitér reprezentaciéi és a C*(G) nemdegeneralt *-reprezentaciéi
kozott. A fenti tulajdonsdg miatt sokszor nem tesziink kiilonbséget (még jeldlésbe sem)
a G folytonos unitér reprezentaciéi és a C*(G) hozzajuk kapcsolédé nemdegeneralt *-

reprezentaciéi kozott.

2.12.6. Redukalt csoport (*-algebra. Csakiugy mint az el6zéekben, legyen G egy
lokalisan kompakt csoport a u bal Haar mértékkel. A B(L*(G)) operatoralgebréanak
az [, f(s)A(s)du(s) (f € L'(G)) alaki operatorok altal generalt C*-részalgebrajat a G
redukalt csoport C*-algebrajan nevezzikk C*,,(G)-vel jeloljik.

A fentieket figyelembe véve a G bal reguléris reprezentacidja, A : C*(G) — C* ,(G)
*-homomorfizmus. Ezért A képe egy C*-algebra, ami tartalmazza a redukélt csoport C*-
algebra generatorait. fgy A sziirjektiv és ezért a redukélt csoport C*-algebra a (teljes)

csoport C*-algebra faktoralgebrajanak tekintheto.

2.12.7. Diszkrét csoport redukalt csoport C*-algebraja. Legyen I' diszkrét cso-
port. Ekkor a bal Haar mérték éppen a szamldlé mérték és ezért L?(T') = [*(T"). Kénnyen
lathatd, hogy a Cf ,(I') redukalt csoport C*-algebra megegyezik a {A(y) : v € I'} el-
toldsok altal generdlt C*-részalgebrajaval B(I%(T))-nek.

Az ?(I')-nak kanonikus bdzisat alkotjak a {v} (y € T') egyelemii halmazok b,-val
jelolt karakterisztikus fiiggvényei. Jelolje e a I' egységelemét. Legyen A € C* ,(I") és
Abe) = D2 er &by Tekintsiik > & A(y) formalis Gsszeget. Ez a kanonikus bdzis

elemein az A-éval megegyez6 értéket vesz fel. Valéban,

(Z EA))(byg) = ng/\w)b“m = vabvvo-

vyer vyer vyer

2Ha 1 < p < o0, akkor L}(G) * LP(G) C LP(G)
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Ha p jeldli a jobb reguldris reprezentédciét, azaz (p(t)f)(s) = f(st), akkor nyilvanvald,
hogy minden p(t) felcserélheté minden A(s)-sel. Ezért p(s) felcserélhet6 a redukélt csoport
C*-algebra elemivel is. fgy kapjuk, hogy

A(byy) = A(p(351)(8e)) = p(1a DADe) = p(15 1) Y &by =D &p(35 )by = > Ebany

vyer yel vyer

Ezeket figyelembe véve irhatjuk, hogy

A= Z &AM).

[smételten hangsilyozzuk, hogy a jobboldali 0sszeg konvergenciajarol semmit sem

allitunk, azt egy formalis osszegként fogjuk fel. Jogosan vetddik fel a kérdés, hogy ponto-

*

* 4([) elemeivel kapcsolatban. Erre

san mely (§,) komplex skalarrendszerek lépnek fel a
a kérdésre kielégito valasz nem ismeretes, ami nem meglepo, hiszen, amint az belathato,
ezen kérdés specidlis esetként tartalmazza azon problémat, hogy pontosan mely komplex

szamsorozatok lépnek fel folytonos fliggvények Fourier-egyiitthatdiként.

2.12.8. Véges csoport redukalt csoport C*-algebraja. Legyen I véges csoport. Az

*

* 4(I') izomorf a

el6z0 és a 2.12.1. pontokban megallapitottakbdl kovetkezik, hogy ekkor
C[I'] csoportalgebraval. Azt éllitjuk, hogy bijektiv kapcsolat 1étesithet6 a I' csoport unitér
reprezentaciéi és a C (') redukalt csoport C*-algebra nemdegenerélt *-reprezentdcioi

kozott. Valéban, ha 7 : ' — U(H) unitér reprezentécié, akkor a
Ty &MY = ) &T()
2 2!

leképezésrél konnyen beldthatd, hogy az I-t I-be képezd *-reprezentdcid. A joldefiniélt-
sdghoz megjegyezziik, hogy ha > & A(y) = 0, akkor

0= (Z &A())be = Z &0y,

ahonnan ¢, = 0 addédik minden v € I' esetén. Megforditva, ha = : C} ,(I') — B(H)
nemdegeneralt *-reprezentacié, akkor a 7(y) = w(A(7)) (v € I') médon definialt fliggvény
unitér reprezentaciéja I'-nak, amihez a fentiek szerint tartozd *-reprezentdcié éppen az
eredeti . Véges csoportok esetén tehat a redukélt csoport C*-algebra rendelkezik a teljes
csoport C*-algebra azon tulajdonsagaval, hogy az alapul vett csoport unitér reprezentéacioi
és csoport C*-algebra nemdegeneralt *-reprezentacié kozott kolesonosen egyértelmi kap-
csolat 1étesithetd. Ezen tulajdonsag nem meglepé a kovetkezék miatt. A 2.12.6. pontban

lattuk, hogy a bal reguldris reprezentacié egy *-homomorfizmusa C*(G)-nek C*,,(G)-re.
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Ha azonban az alapul vett csoport véges, akkor L' (G) véges dimenzids, s igy zdrt C*(G)-
ben. M4srészt azonban L'(G) sfirti is C*(G)-ben, tehdt kapjuk, hogy L'(G) = C*(G). A
2.12.5. pont elején lattuk, hogy L'(G)-n a bal reguléris reprezentdcié injektiv. Ezért a
A:CHT) — CF

* 4(T) leképezés *-izomorfizmus.

2.12.9. Tétel. C*(Z) ~ C*

red

(Z) ~ C(T).

Bizonyitas. Tekintsiik Z (bal) reguldris reprezentdciéjat (?(Z)-n. Ekkor A\(n)(&,) =
(&n—n) minden (&,) € [*(Z) esetén. Legyen b, a {n} karakterisztikus fiiggvénye Z-n
tetszbleges n € Z esetén. Ekkor konnyen lathatd, hogy A(n)é = b, x & (& € 1*(Z)).
Tudjuk, hogy [?(Z) a Fourier-transzformacién keresztiil izometrikusan izomorf L?(T) =
L?0,27]-vel. Legyen e,(t) = e™ (t € [0,27],n € Z). Mivel e, f Fourier-egyiitthatéira

— ~

(enf)(m) = f(m —n), {gy
(FtoAn)oF)f =enf = M, (f)

minden f € L?(T) esetén, ahol F jeloli a Fourier-transzforméaciét. Innen kapjuk, hogy Z

redukalt csoport C*-algebraja izomortf az
D M., : (&) el'(2)}

halmaz altal generalt C*-részalgebrdjaval B(L?(T))-nek. Mivel a g — M, leképezés izo-
metrikus izomorfizmusa C(T)-nek B(L*(T))-be, igy a fenti halmaz éppen az abszoltt kon-
vergens Fourier-soru folytonos fiiggvényekkel valo szorzasoperatorok osszessége. Ezért a Z
redukalt csoport C*-algebrédja izometrikusan izomorf az abszolit konvergens Fourier-sori
folytonos fliggvényeknek altal C(T)-ben generalt C*-részalgebraval. Mivel ez tartalmazza
a trigonometrikus polinomokat, igy Fejér tétele miatt kapjuk, hogy a C(T) szébanforgd
C*-részalgebraja maga a C(T). Ezért CF,,(Z) ~ C(T).

A fentiekbdl 14tjuk, hogy a bal reguldris reprezentdci6 ['(Z)-en ekvivalens a g — M,
leképezéssel az abszolut konvergens Fourier-sort folytonos fliggvények terén. Mivel ez izo-
metria, igy I'(Z)-n megadhatd egy olyan C*-norma, melyre vonatkozéan a bal reguléris
reprezentacié izometria. Azonban L'(G) minden *-reprezentdcidja kontrakcio. fgy kap-
juk, hogy az el6bbi C*-algebra norma éppen a csoport C*-algebra norméjaval egyezik meg
[Y(Z)n. Ezért a (bal) reguldris reprezentédcié izometrikus C*(Z)-n, ahonnan adddik, hogy

A C*(Z) — Cr,(Z) *-izomorfizmus. A bizonyitas evvel teljes.

A fenti allitas igaz tetszoleges kommutativ lokalisan kompakt csoportra is. Legyen
G egy ilyen csoport. G karakterein a G-nek T-be torténé folytonos homomorfizmusait
értjuk. A karakterek csoportjat ellatva a kompakt halmazokon egyenletes konvergencia
topologidjaval kapjuk a G dudlis csoportjat, amit G-vel jeloliink. Ezek utan kimondhato
az alabbi tétel.
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2.12.10. Tétel. Ha G lokdlisan kompakt kommutativ csoport, akkor C*(G) ~ C},,(G) ~

red

~

Co(G).

2.12.11. Amenabilitas. Legyen G lokalisan kompakt csoport a g bal Haar mértékkel.
G-t amenabilisnek nevezzitk ha L*(G)-n létezik bal invarians kozép, azaz olyan m :

L*(G) — C linedris funkciondl, amelyre
(i) m(f) >0 ha f > 0;
(ii) m(1) = 1;
(i) mA(0)f) =m(f) (f € L=(G),t € G).

Ha G kompakt csoport, akkor L®(G) C LY(G), s ezért G amendbilis. Ismert, hogy a
kommutativ lokalisan kompakt csoportok is amenabilisek. Legyen I' diszkrét csoport. Ha
[' amenabilis, akkor I' minden részcsoportja és faktorcsoportja amenabilis. Ha H C T’
normdloszté és H, I'/ H amendbilisek, akkor T is az.

Nem amenabilis csoportra fontos példa a szabad csoport. Jelolje Iy a két generatoros
szabad csoportot. Belatjuk, hogy ez nem amenabilis. Legyen u, v a két generator. Jeldlje
Up azon redukalt alaku elemeket, melyek u-nak paros hatvanydval (beleértve a 0-dik
hatvanyt is, tehét esetleg v-vel) kezdédnek. Legyen U; azon elemek halmaza, melyek
u paratlan hatvanyaval kezdodnek. Hasonldan, jelolje Vg, Vi, V4 azon elemeket, amelyek
v-nek 3-mal osztva 0, 1 illetve 2 maradékot adé hatvanyaval kezdédnek. Vilagos, hogy
Uy, Uy és Vy, Vi, Vs egy-egy felosztasa Fo-nek. Mivel ezek rendre megkaphaték egymasbol

eltolassal, igy
m(XU1> = 1/27 m(XVo) = 1/37

ahol m egy feltételezett bal invarians kézép. Azonban U; C Vj, amibol m monotonitésa

miatt ellentmondédshoz jutunk.

Az amenabilitdsnak a csoport C*-algebrak elméletében jatszott szerepét mutatja az

alabbi mély eredmény.

2.12.12. Tétel. Legyen G lokalisan kompakt csoport. Ekkor a bal reqularis reprezentacio

pontosan akkor *-izomorfizmusa C*(G)-nek C*,,(G)-re ha G amendbilis.

2.12.13. A szabad csoport csoport C*-algebrdja. A C*(F3) csoport C*-algebré-
ra ismertek a kovetkezék. Létezik hiiséges (azaz injektiv) irreducibilis *-reprezentécidja
és az ilyen reprezentaciok értékkészletében nincs nemzérus kompakt operator. Tovabba
C*(F3)-ben nincs nemtrividlis projekcid.

Ami a C},,(Fy) redukélt csoport C*-algebrat illeti, egy fontos eredmény szerint ez
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egyszerii C*-algebra. Ennek kovetkezményeként kapjuk a kovetkezoket. A szabad
csoportnak, mivel véges sok generatora van, igy van véges dimenzids reprezentacioja.
Ebbél kovetkezik, hogy C*(Fy)-nek van véges dimenzids nemdegeneralt *-reprezentécidja.
Tegyiik fel, hogy C*(F) ~ C* ,(F). Kapjuk, hogy F redukalt csoport C*-algebrajanak
is van véges dimenzids nemdegenerdlt *-reprezentaciéja, ami C*,,(F) egyszertisége mi-
att szlikségképpen injektiv. Innen kovetkezik, hogy C ,(F) és ezért C*(F) is véges di-
menziés. Mivel azonban L'(F) C C*(F), adédik, hogy az L'(FF) csoportalgebra is véges
dimenzids, ami ellentmondésban all a szabad csoport végtelen voltdval. Ezért a C*(IFy)
és CF ,(Fy) C*-algebrak nem *-izomorfak (tehat nemcsak a bal regularis reprezentécié

nem *-izomorfizmus, hanem egyéltalan nem létezik kozottiik *-izomorfizmus). Végezetiil,

*

* 4(F2) redukalt csoport C*-algebraban sincsen nemtrivialis projekcio.

belathato, hogy a
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3 Neumann-algebrak

3.1 A gyenge és az er0s operatortopoldégia

3.1.1. Definicié. Legyen H Hilbert-tér. Az
A [{Az,)l  (ay € H)

illetve az
A— ||Az|] (x € H)

elvélaszté szeminorma-rendszerek altal B(H)-n generalt vektortopolégidkat rendre gyenge

illetve erés operatortopoldgianak nevezziik.

3.1.2. Megjegyzés. Vilagos, hogy a gyenge operatortopologia durvabb az erds
operatortopolégianal, ami viszont durvabb az operatornorma topoldgidjanal. Konnyt
megmutatni, hogy végtelen dimenzids H Hilbert-tér esetén az el6bbi topologidk egymastol
kiilonboznek. Valéban, ha S jeloli a H szeparabilis végtelen dimenziés Hilbert-tér egy uni-
lateralis eltolasat, akkor S™ tart 0-hoz a gyenge operatortopolégiaban, azonban ez nem all
az erés operatortopolégidra vonatkozéan. Ha (e,) egy teljes ortonormaélt rendszer H-ban
és P, jeloli az ey, ..., e, rendszer altal generdlt altérre valé ortogonalis projekciot, akkor

P, — I az erGs operatortopoldgiaban, de ez nem igaz a normatopologiara vonatkozoan.

A tovabbiakban, ha nem &ll fenn a félreértés veszélye, operatorok alkotta térrel kap-
csolatban gyenge topoldgian mindig a gyenge operdtortopolégiat, erés topoldgian pedig
mindig az erds operatortopologiat értjik.

3.1.3. Tétel. Legyen [ egy linedris funkcional B(H)-n. Ekkor a kévetkezd dllitasok
ekvivalensek:

(i) [ gyengén folytonos;

(ii) f erdsen folytonos;

(iii) léteznek olyan xq, ..., Tp, Y1, ..., Yo € H vektorok, hogy

n

FlA) =) (Aw, ) (A€ B(H)).

k=1
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Bizonyitas. A (iii) = (i) = (i7) implikdcidk viladgosak.
Tegyiik most fel, hogy f erdsen folytonos. Ekkor 1éteznek olyan x4, ...z, € H vekto-
rok, melyekre
[Azil| < 1,.. [[Azp[| <1 = |f(A)] < K

valamilyan K konstanssal. Ebbol konnyen addédik, hogy

F(A)] < K max || Azil| < K (Y [|Aze®)"?
k

teljesiil minden A € B(H) esetén. Ez azt jelenti, hogy az
(Azq,... Ax,) — f(A)

maédon definidlt hozzarendelés egy korlatos linedaris funkcional a H™ egy alterén. A Riesz-

féle reprezentaciés tétel miatt 1éteznek olyan vy, ..., y, € H vektorok, melyekre
FA) = ((Azy,. . Azy), (g1, ) = D _(Azi, ).
k

A bizonyitas ezzel teljes.

3.1.4. Kovetkezmény. A B(H) minden konvex részhalmazanak gyenge és erds lezdrtja

megeqyezik.
Bizonyitas. A Hahn-Banach-tétel elvalasztasi alakjabdl azonnal adédik.
3.1.5. Tétel. B(H) egységgombje kompakt a gyenge operdtortopoldgidban.

Bizonyitas. Tekintsik B(H) egységgombjének A —— ((Az,y))syen leképezését
a{z € C : |z] < |z]||lyll} halmazok szorzatdba, ahol z,y € H. Vildgos, hogy ez
egy homeomorf bedgyazdsa B(H) gyenge topoldgidval elldtott egységgdmbjének a fenti
szorzattérbe, ami kompakt terek szorzata lévén kompakt. fgy elég megmutatni, hogy
a bedgyazasnal ad6dé kép zart halmaz. Ez azonban koénnyt feladat: Ha A, € B(H),
|Aall < 1 olyan nett, melyre ((A,z,y)), minden x,y € H esetén konvergens, akkor a

B(z,y) = li£n<Aa:L’,y> (x,y € H)

moédon definidlt sesquilinearis forma korlatos és norméja kisebb-egyenlé mint 1. Ezért
létezik olyan A € B(H), ||A]| < 1 operétor, melyre

(Az,y) = B(z,y) = lim{Aaz,y)  (z,y € H).

fgy bedgyazasunk képtere valéban zart, s a bizonyitds ezzel teljes.
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3.1.6. Tétel. Ha H szepardbilis Hilbert-tér, akkor B(H) egységgombjén a gyenge és erds

operdtortopologia metrizalhato.

Bizonyitds. Legyen (r,) megszamlalhat6 siiri részhalmaza H-nak. Nem nehéz
belatni, hogy a
1 |<(A_B)xnv$n>|
dy(A,B) = —
( ) z:2"1—|—|((A—B)90n,90n)|

n

illetve a
1 A— B)x,
WAB) =Y g By 4B EBUD

médon  definidlt metrikdk B(H) egységgombjén éppen a gyenge, illetve az erds

operatortopolégiat szolgaltatjak.

3.1.7. Tétel. Ha H szepardbilis Hilbert-tér, akkor B(H) szeparabilis a gyenge, illetve az

eros operatortopologidban.

Bizonyitas. Lassuk példiaul az erds operatortopolégidra vonatkozé &llitast. (A
masik esetben a bizonyitas teljesen hasonld.)

Ha A € B(H), akkor A tetsz6leges er6s kornyezetében van véges rangui operator. En-
nek valés és képzetes része felithaté >, A\yxp®xy, alakban, ahol A\, € R és az -k egymésra
meroleges egységvektorok. Ezen operatorok viszont még az operatornormaban is appro-
ximélhatdk egy el6re adott {1, @9, ...} stirti vektorhalmaz elemeibél képzett ), rrpr @y
osszegekkel, ahol minden r, raciondlis. Mivel az ilyen 0sszegek halmazanak szamossaga

megszamlalhato, a bizonyitas teljes.

3.1.8. Megjegyzés. A fenti allitassal kapcsolatban megjegyezziik, hogy hasonld allités
nem igaz az operdtornorma topolégidjaval kapcsolatban. Valéban, ha H végtelen di-
menzios és tekintjiik rajta az egy fix teljes ortonormalt sorozatra vonatkozdan diagonalis
operatorok terét az operatornorma topologidjaval, akkor ez izometrikusan izomorf az [

térrel, ami nem szeparabilis.

3.1.9. Megjegyzés. Vildgos, hogy az Osszeadds és a skalarral valé szorzds miveletei
folytonosak a gyenge illetve az erés operatortopolégiara vonatkozdéan. Mi a helyzet a
masik két ugyancsak fontos miivelettel, a szorzéassal és az involucidval?

Ami a szorzast illeti, az nem folytonos egyik topolégiara vonatkozdan sem. Valdban, ha
H végtelen dimenzids szepardbilis Hilbert-tér az (e,,) teljes ortonormalt rendszerrel és S az
ehhez kapcsol6dé unilaterélis eltolds, akkor S™, S*" — 0 gyengén, de S*"S™ =1 (n € N).
Ami az erés operatortopoldgiat illeti, megmutathatd, hogy 0 eleme a {y/ne, : n € N}
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halmaz gyenge (vektor)topoldgidra vonatkozo lezartjanak. Legyen most (n,), természetes

szamoknak egy olyan nettje, melyre (v/n,en, ) gyengén konvergél 0-hoz és legyen
Ay = Vnyen, ®en, (x € H).

Ekkor beldthatd, hogy Ay — 0 erésen, de (A%), nem konvergal er6sen 0-hoz. Igaz azonban,
hogy a B(H) korldtos részhalmazain erésen folytonos a szorzds miivelete. Fz egyszertien

adodik a kovetkezd algebrai azonossagbol:

AyBo — AB = Ay(B, — B) + (A, — A)B.

Térjiink most rd az involicié esetére. Konnyen lathato, hogy ez gyengén folytonos.
Ami azonban az er6s folytonossagot illeti, ha H végtelen dimenzids szeparabilis Hilbert-

tér, akkor S*™ — 0 erdsen, de (S™),, nem konvergal erésen 0-hoz.

3.1.10. Tétel. Ha H Hilbert-tér, akkor az involucio erdsen folytonos a normdlis

operdatorok halmazadn.

Bizonyitads. Az allitds azonnal adédik az alabbi egyenlStlenséghdl. Ha A,, A € B(H)

normalis operatorok, akkor
ALz — A%z||* = || Aaz|® + [ Az]]® — (ALz, A"x) — (A", Ajz) <

[Aaz® — [ Az||* + (A"z, A"z) — (ALz, A'2) + (A2, A'z) — (A2, Ajz) =
[Aazll* — |Az]|* + (2, (A — Aa)A"x) + (A — Aa) A"z, 7) <
1 Aaz]* — |Az]1* + 2]|z[[|(A — Aa)A"z]].

3.2 A Neumann-féle masodik kommutans tétel és a Kaplansky-

féle stlirtiségi tétel

3.2.1. Definicié. Ha A algebra és C C A, akkor C kommutdnsan a
C={AeA: AC=CA (VC e()}
halmazt értjiik.

3.2.2. Tétel. (NEUMANN-FELE MASODIK KOMMUTANS TETEL). Legyen A C B(H)

eqy, az identikus operdtort tartalmazd *-részalgebra. Ekkor
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(i) A erésen stri A”-ban;
(i) A gyengén siri A”-ban.
Ezért az alabbi dallitdsok ekvivalensek:
(1) A=A";
(2) A erdsen zdrt;
(3) A gyengén zart.

Bizonyitads. Mivel Aerfs és gyenge lezartja megegyezik (3.1.4. Kévetkezmény),
ezért elegendd (i)-et bizonyitani.

Legyen T' € A" és x € H rogzitett. Jelolje K = {Azx : A € A}. Ekkor K C H olyan
zart altér, ami invaridns altere A minden elemének. Ha P jeloli a K-ra valé ortogonélis
projekcié operdtorat, akkor PAP = AP és PA*P = A*P minden A € A esetén. Az
utébbi egyenldségben adjungéltat véve kapjuk, hogy PA = AP (A € A). Ezért P € A,
amibol T'P = PT kovetkezik. Mivel z € K, igy Tx = TPx = PTx € K, tehat létezik
olyan (Ay) sorozat A-ban, hogy Tz = lim,,_.., A,z.

Tetszoleges n € N esetén tekintsiik a

¢:B(H)— B(H"), Ar—
A

moédon definidlt *-homomorfizmust. Ennek értékkészlete egy, az identitdst tartalmazo *-
részalgebraja B(H™)-nek. Egyszer(i szamolds mutatja, hogy ¢(T) € p(A)”. Legyen most
x = (21,...,x,) € H" tetszOleges. A mar bizonyitottak miatt 1étezik olyan (Ay) sorozat
A-ban, hogy

Tx; = lim Apx; (t=1,...,n).

k—o00
Ebbdl kovetkezik, hogy T benne van A erds lezartjaban.
Mivel A C A" és A" zart az erds operatortopoldgiaban, ezért A erds lezartja része

A"-nak. Végezetiil kapjuk, hogy A" megegyezik A erds lezartjaval.

3.2.3. Definicié. Ha A C B(H) egy, az I-t tartalmazé *-részalgebra, ami zart a gyenge

(illetve erds) operatortopologidra vonatkozoan, akkor A-t Neumann-algebranak nevezziik.

3.2.4. Kovetkezmény. Ha A C B(H) egy, az I-t tartalmazd *-részalgebra, akkor az
A dltal generdlt Neumann-algebra (azaz az A-t tartalmazé Neumann-algebrdk metszete)

megegyezik az A erds (gyenge) lezdrtjaval, azaz A”-val.
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Bizonyitas. A Neumann-féle mdsodik kommutans tétel miatt A erés (gyenge)
lezartja A”, ami egy Neumann-algebra. {gy az A 4ltal generalt Neumann-algebra része

az A erés (gyenge) lezartjanak. A mésik irdanyd tartalmazas nyilvanvald.

3.2.5. Tétel. Legyen A C B(H) Neumann-algebra és A € A. Ekkor A tartalmazza
(i) A polaris felbontdsanak tényezdit;
(i1) az A értékkészletének lezdrtjdra torténd ortogondlis projekcidt;

(i1i) az A magjdra térténd ortogondlis projekcidt.

Bizonyitas. Az (i) bizonyitdsdhoz legyen A = U|A| az A polaris felbontasa
és V € A’ unitér operator. Megmutatjuk, hogy V*UV = U, azaz VU = UV. Mivel
V*UV nyilvdnvaléan parcidlis izometria, ehhez a polaris felbontas egyértelmiisége (lasd
2.4.18. Tétel) miatt azt kell belatni, hogy A = V*UV|A| és ker VUV = ker A. Mivel
V' felcserélhetd A-val és V' normadlis operator, igy Fuglede tétele miatt (2.4.12. Tétel)
V felcserélhetd A*-gal is. Innen kapjuk, hogy V|A|*> = |A]*V, ahonnan V]A| = [A|V
kovetkezik (a gyokfiiggvény korldtos intervallumon egyenletes approximalhat6 polinomok-
kal, igy |A| megegyezik |A|*> bizonyos polinomjai sorozatdnak az operatornormaban vett

hatérértékével). Ezért
VUV|A| = VU|A|lV = VAV = V*VA = A
A ker V*UV = ker A Osszefliggés az alabbi ekvivalenciakbdl kovetkezik:
VUVe=0UVe=0 AV =0 VAr=0< Az =0.

Ezért V*UV = U, azaz UV = VU. Tehat, U felcserélheté az A" minden unitér elemével.
Mivel A’ egységelemes C*-algebra, ezért megegyezik unitér elemeinek linearis burkaval
(2.1.7. Tétel). Innen kovetkezik, hogy U felcserélheté A" minden elemével, azaz U €
A" = A. Végezetill kapjuk, hogy |A| = U*A € A.
A (i7) allitdshoz legyen P az A értékkészletének lezartjara valé ortogondlis projekeid.
Mivel
mg A = (ker A")* = (ker |A*])* = mg [,

igy az |A*| € A poléris felbontésa éppen P|A*| = |A*|. Innen kapjuk, hogy P € A.
Mivel ker A = (rng A*)*, {gy ha P jeldli a ker A-ra val6 ortogondlis projekciét, akkor
(#7) miatt I — P € A, ahonnan kapjuk, hogy P € A.

3.2.6. Tétel. Legyen A C B(H) Neumann-algebra. Ekkor
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(i) A megegyezik a benne lévd projekcidk dltal generdlt (az operdtornorma topoldgidjd-

ban) zart altérrel;

(i) ha N € A normdlis operdtor E spektrdalmértékkel és f korldtos Borel-figgvény az N
spektrumdn, akkor fU(N) fdE € A.

Bizonyitas Lassuk be elészor (ii)-t. Mivel A" tetszéleges eleme felcserélhetd
N-nel, igy a spektréltétel (2.5.10. Tétel) miatt ezen elemek mind felcserélheték E-vel is.
Innen addédik, hogy minden Borel-halmaz spektralmértéke eleme A” = A-nak. Innen
integralkozelité Osszegek vételével kapjuk a (ii) allitast.

Az (i)-ben szerepld allitds a (ii) egyszerti kovetkezménye. Valéban, ha A € A
tetszéleges, akkor Re A € A és Im A € A az (i) miatt megapproximalhaték A-beli pro-

jekcidk linearis kombindcidjaval.

3.2.7. Definicié. Az f : R — C folytonos fiiggvényt erdsen folytonosnak nevezziik, ha
onadjungalt operatorok tetszéleges (A,) nettjére és tetszéleges A € B(H) énadjungélt

operétorra, ha A, — A er6sen, akkor f(A,) — f(A) er6sen.
3.2.8. Tétel. Minden f:R — C korldtos folytonos figguény erdsen folytonos.

Bizonyitas. Jelolje F azon f : R — C folytonos fliggvények halmazat, melyek
erosen folytonosak. A folytonos fiiggvénykalkulus tulajdonsagai miatt vilagos, hogy F
vektortér, tovabba ha f, g € F és valamelyikiik egyik korlatos, akkor fg € F.

El6szor megmutatjuk, hogy Cy(R) (a végtelenben eltiing, R-en értelmezett folytonos
fiiggvények tere) része F-nek. Ehhez legyen Fy = F N Cy(R). Konnyt belatni, hogy Fy
egy zart részalgebrdja Co(R)-nek. A 3.1.10. Tételbdl adddik, hogy ezen részalgebra zért
a konjugalas miiveletére nézve. Legyen most

O
1+t

Ekkor f,g € Co(R) és ||f]|, |lg]] < 1. Megmutatjuk, hogy f,g € Ay. Ha A,, A € B(H)

onadjungalt operatorok, akkor

1(g(A4) = g(Aa))zll = [I(1 + AZ) (1 + AD)A — Aa(1+ A%)](1 + A%) '] =
(1 + A2)"HA — Ay — Ag(A — A)A](1 + A 1z <
11+ A2) (A = Aa) (L + A%) ]| + [[(1+ A3) T Aall (A — Aa) AL+ A%) "z <
I(A = Aa) (1 + A) |l + [[(A — Aa) AL+ A%) .



3.2. A Neumann-féle mdsodik kommutdns tétel és a Kaplansky-féle stiriségi tétel 113

Ezért g € Fo, s igy f(t) = 1 —tg(t) (t € R) miatt f € Fy szintén igaz. Az {f, g}
halmaz szepardld, ezért a Stone-Weierstrass-tétel miatt kapjuk, hogy Fo = Cy(R). Ezért
Co(R) C F.

Végezetiil, legyen h : R — C tetszéleges korlatos folytonos fliggvény. Ekkor h(t) =
h(t)f(t) + h(t)tg(t) (t € R) felhaszndldsdval a mar bizonyitottak alapjin kapjuk, hogy
he A

3.2.9. Tétel. (KAPLANSKY-FELE SURUSEGI TETEL). Legyen H Hilbert-tér, A C B(H)

eqy, az identikus operdtort tartalmazo C*-részalgebra, melynek erds lezartjat jelolje B.

Ekkor
(i) Az A énadjungdlt elemeinek Ag, halmaza erdsen siiri Bg,-ban;
(11) Asq zdrt egységgombje erdsen sirii B, zdrt eqységgombjében;
(iii) A zdrt eqységgombje erdsen sird B zdrt eqységgombjében;
(iv) A unitér elemeinek halmaza erdsen siri B unitér elemeinek a halmazdban.

Bizonyitads Ha B € B, akkor létezik A elemeinek egy olyan (A,), nettje, hogy
Ay — B er6sen. Ekkor Ay, Ay — B gyengén, s igy

1
E(A/\ + A)) — B gyengén.
Ezért B benne van A,, gyenge lezartjaban, ami azonban a konvexitds miatt megegyezik
ennek erds lezdrtjaval (3.1.4. Kévetkezmény). Innen kapjuk az (i)-et.

A (i1)-hoz legyen B a By, egységgombjének eleme. Az (i) miatt ekkor létezik Ay,

elemeinek egy B-hez erdsen konvergalé (A, ), nettje. Legyen

t halt]<1
=4

Ekkor f korlétos folytonos fliggvény lévén erésen folytonos. Tekintsiik az (f(Ay)), nettet.
Mivel A zart az operatornorma topoldégidjara nézve, igy ezen nett elemei A-beli, 1-nél
kisebb vagy egyenlé norméji, énadjungdlt operatorok és f(Ay) — f(B) = B erésen.
Innek kapjuk a (ii) allitast.

A (i7i)-hoz tekintsiik az My(B(H)) = B(H & H) operatoralgebrat. Konnyen latszik,

hogy
A\ By A B
Cy D, C D
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az erés operatortopoldgiaban akkor és csak akkor ha az erds konvergencia fennall a meg-

felel6 komponensekre vonatkozoéan. Mivel, amint az konnyen lathato,

A B
411211101 <| (C D) <4+ 131+ 11 + 1L

My(A) = {(é g) ; A,B,O,DGA}

az identikus operatort tartalmazé C*-részalgebra, melynek erés lezartja éppen My (B). Ha

(5 0

onadjungélt operator eleme az Ms(B)s, egységgdmbjének, s igy (i7) miatt benne van

igy adddik, hogy

B eleme B egységgombjének, akkor a

Ms(A)g, egységgombjének erds lezdrtjdban. A (i) &llitds ezek utdn mar nyilvanvald.

A (iv) éllitashoz (i) miatt elegendd belatni, hogy ha U € B unitér, akkor van olyan
B € B 6nadjungalt operator, hogy U = exp(iB). Valéban, ekkor ugyanis valasztva egy
olyan (A,) nettet Ag,-ban, melyre Ay — B erésen, a t — exp(it) fliggvény erdésen
folytonos voltabdl kapjuk az allitast. Azonban a 3.2.4. Kovetkezmény miatt B Neumann-
algebra. altér B(H)-ban. Mivel B az U korlatos Borel-fiiggvénye (lasd 2.5.14. Tétel
bizonyitasat), a 3.2.6. Tétel (i7) pontja miatt adddik, hogy B € B. A bizonyitds ezzel

teljes.

3.2.10. Tétel. Legyen A C B(H) egy, az I-t tartalmazd *-részalgebra. Ekkor A pontosan
akkor topoldgikusan irreduciblis ha A" = CI ami azzal ekvivalens, hogy A" = B(H).

Bizonyitas Konnyl latni, hogy A pontosan akkor topologikusan irreducibilis,
ha minden A’-beli projekcié 0 vagy I. Mivel A’ Neumann-algebra, igy a 3.2.6. Tétel
(1) pontja miatt ez avval ekvivalens, hogy A" = CI. Tegyiik most fel, hogy A = CI.
Ekkor vildgos, hogy A” = B(H). Tetsz6leges A estén A" = A”. Ez a Neumann-féle
masodik kommutans tételbdl és abbdl kovetkezik, hogy A Neumann-algebra. Ha most
A" = B(H), akkor a fenti A" = A" 6sszefiiggés miatt kapjuk, hogy A" = B(H)' = CI.

3.2.11. Kovetkezmény. Legyen A C B(H) egy, az identikus operdtort tartalmazd *-

részalgebra. Az A pontosan akkor topoldgikusan irreduciblis ha erdsen (gyengén) siri
B(H)-ban.
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Bizonyitas. Az A pontosan akkor topoldgikusan irreducibilis, ha A" = B(H). A
Neumann-féle masodik kommuténs tétel miatt pedig A erés (vagy gyenge) lezartja éppen

A

A Kaplansky-féle stirliségi tétel alkalmazéasaként belatjuk a Kadison tranzitivitasi tételét
(2.7.13. Tétel). Ehhes sziikséglink lesz az aldbbi lemmaéra.

3.2.12. Lemma. Legyen x, ..., x, ortonormdlt vektorrendszer a H Hilbert-térben. Legyen
Y1y s Yn € H olyan, hogy ||yi|| <7 (i =1,...,n). Ekkor létezik olyan B € B(H), melyre
Bx; = y; minden i = 1,...,n esetén és ||B|| < (2n)Y?r. Ha van olyan A énadjungdlt

operdtor, hogy Ax; = vy;, akkor a fenti B is vdlaszthato onadjungdltnak.

Bizonyitads. Az allités elsé részéhez legyen B =) . y; ® ;. Ekkor Bx; = y; és

||BIH—HZJC g yzH<Z| z, i) |r <
12 1/2
r( Z| (x, )| / Zl / < r||z|[v/n.

A masodik részhez legyen A olyan 6nadjungélt operator, melyre Az; = y; minden i
indexre. Jeldlje P az {z1, ..., z,} altal generdlt altérre val6 ortogondlis projekci6 operatora.
A fenti B operatorra fennéll, hogy B = AP. Tekintsiik most a C = AP + PA — PAP
onadjungalt operatort. Konnyt latni, hogy C'x; = y;. Tovabb4,

IC|*> = ||C?| = |PA*P + APA — PAPAP| <
|B*B| + [[APA — (PAP)*(PAP)|| < || B|* + [(PA)*(PA)|| =
|B||> + || BB*|| < r*n+r’n,

ahol az utolsé elStti egyenl6tlenségnél felhasznéltuk a (PAP)*(PAP) operator poziti-

vitasat. A bizonyitas ezzel teljes.

3.2.13. Tétel. (KADISON-FELE TRANZITIVITASI TETEL). Legyen A C B(H) az iden-
tikus operdtort tartalmazo topolégikusan irreducibilis C*-részalgebra. Ha x4, ..., %, egy
fiiggetlen vektorrendszer H-ban és yi,...,y, € H, akkor létezik olyan A € A, melyre
Az; = y; teljesil minden i = 1,...,n esetén. Ha van olyan B € B(H) dnadjungdlt
operdtor, hogy Bx; = y;, akkor A is vdlaszthato onadjungdltnak.

Bizonyitas A Gram-Schmidt-féle ortogonalizalasi eljaras miatt feltehet6, hogy
az r;-k ortonormélt vektorok. Legyen By € B(H) olyan, hogy Boz; = y;. Mivel A er6s
lezartja megegyezik A”-vel, ami az irreducibilitds miatt éppen B(H), igy létezik Ay € A
tgy, hogy ||yi — Aozi|| = || Bows — Aori]| < [2(2n)1/2]71 minden i esetén. A 3.2.12. Lemma
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miatt van olyan By € B(H) operator, melyre Byx; = Box; — Aox; és || Bi|| < 1/2. Vegyiik
észre, hogy ha By véalszthaté onadjungaltnak, akkor a Kaplansky-féle stirtiségi tétel miatt
Ap-16l is felteheté ugyanez. Ebbol adédéan B; is veheté onadjungéltnak. Ugyancsak a
Kaplansky-tétel kovetkezménye, hogy létezik olyan A; € A operator (6nadjungélt, ha B
onadjungdlt), melyre || Byz; — Ayzg || < [4(2n)Y2] 71 és || Ay < 1/2.
Hasonlé eljarast kovetve olyan (B,) és (A,,) operdtorsorozatot kapunk, melyre
1Bnll, [[An]| <277,
Bn.flfi =Y — oni . T An—lxi
és az B, A, operatorok 6nadjungéltak, ha By énadjungalt. Legyen most A€ Aa ) A,

operatornormaban konvergens sor Osszege. Vilagos, hogy Ax; = y; és A onadjungélt, ha

By is az.

3.2.14. Kovetkezmény. Legyen A C B(H) egy, az identikus operdtort tartalmazdé C*-
részalgebra. Ekkor A pontosan akkor topoldgikusan irreducibilis ha algebrailag irreducibi-
lis.

Bizonyitas. A tranzitivitasi tétel miatt trivialis.

3.3 Az L>*-fuggvénykalkulus

3.3.1. Lemma. Legyen A C B(H) egy, az I-t tartalmazoé *-részalgebra. Ekkor A = A’

akkor és csak akkor, ha A mazximdlis kommutativ Neumann-algebra.

Bizonyitas Ha A= A’ akkor A kommutativ gyengén (erésen) zart *-részalgebrija
B(H)-nak, tehat A kommutativ Neumann-algebra. Ha B C B(H) olyan kommutativ
Neumann-algebra, melyre A C B, akkor a kommutativitds miatt B ¢ B ¢ A = A.
Ezért B = A. Tehdt A maximélis kommutativ Neumann-algebra.

Megforditva, legyen 4 maximalis kommutativ Neumann-algebra. A kommutativitas
miatt A € A. Ha T € A’ onadjungélt, akkor az A és T 4ltal generdlt Neumann-
algebra (ami a 3.2.4. Kovetkezmény miatt megegyezik az A és T altal generalt *-algebra
erds (gyenge) lezdrtjdval) kommutativ. Ezért A maximalitdsa miatt T € A. Mivel A’
*_algebra, igy az el6zdek miatt kapjuk, hogy A’ C A. Ezért A= A'.

3.3.2. Tétel. Legyen p véges mérték eqy mérheto téren. Ekkor az

fr—M;, Mpg=fg (gel’(u))

leképezés izometrikus *~izomorfizmusa 1L.°(u)-nek a B(L*(1)) egy mazimdlis kommutativ
Neumann-algebrajara.
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Bizonyitads. Azt, hogy a fenti leképezés injektiv *-homomorfizmus, egyszerii szamolas
mutatja. Mivel C*-algebrdk kozotti *-homomorfizmus pontosan akkor izometrikus, ha
injektiv, kapjuk, hogy transzformécionk izometrikus. Az allitds visszamarado részéhez
a 3.3.1. Lemma miatt elegendé megmutatni, hogy {M; : f € L>®(u)} = {M; : f €
L>(u)}. Legyen T € B(L*(p)) olyan, hogy TM; = M;T (f € L>*(un)). Jeldlje S az

egyszeri mérhetd fiiggvények Osszességét és tekintsiik a

o(g) =(Tg,1) (9€9)

médon definidlt linedris funkciondlt. Adott g € S esetén legyen h € S olyan 1 abszolut
értéki figgvény, melyre g = h|g|. Ekkor

[@(9)l = KT(Igl""*Algl"'), )] = [(lg]"*T (hlgl"'2), 1)] = KT (lg"'?), 19]"*)] <

1T (Rlgl*)12Mgl 2l < IT U113 = 1T 1 lg]l1.

Ezen becslés miatt @ kiterjeszthetd L' (u)-re folytonos linedris funkcionalld. Az ilyen

funkcionélok alakja azonban ismert. Nevezetesen, létezik olyan f € L>°(u) fiiggvény,
hogy
®(g) Z/fgdu (g €5).

Specidlisan, ha g1, g2 € S, akkor

(Myg1,92) = /fglg_zdu = ®(¢192) = (T'(%291), 1) = (32T'g1,1) = (T'g1, 92),
ahonnan kapjuk, hogy My = T. Ezzel belattuk, hogy

{My: fel>(w} c{My: felx(u}.
Mivel a masik irdnyu tartalmazas a kommutativitas miatt vildgos, a bizonyitas teljes.

3.3.3. Tétel. Legyen X kompakt Hausdorff-tér u pedig véges requldaris Borel-mérték
X-en. Ekkor {M, : ¢ € C(X)} sird {M; : f € L®(u)}-ben az erds (gyenge)

operdtortopologidra nézve.

Bizonyitas Az elozd tétel bizonyitasdhoz hasonléan jarhatunk el. Legyen T &€
{M, : ¢ € C(X)}Y. Az egyszerti mérhetd fuiggvények helyett az L'(u)-ben ugyancsak
stirti C'(X) fliggvénytér elemeit tekintve, a fenti bizonyitdst kovetve kapjuk, hogy valamely
f e L*(n) fiiggvényre

(Myrg1, g2) = ®(0192) = (T(9291), 1) = (32191, 1) = (T'g1, g2)
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teljesiil minden gy, go € C'(X) fliggvény esetén. Mivel C'(X) sfirti az L?(u) térben is, ezért
kapjuk, hogy M; = T'. Ezzel beldttuk, hogy

{My o fel>(w} c{M, : ¢ € C(X)} C{M;y : feL>(u)}

A 3.3.2. Tételt felhasznélva kapjuk, hogy {M, : ¢ € C(X)} = {M; : f € L>(n)}.
Mindkét oldal kommutansat véve adédik, hogy

{M, - o e C(X)}' ={My : fel*w} ={M;: felL>(u)}.
Ezek utdn a Neumann-féle masodik kommutans tételbdl adddik az allitas.

3.3.4. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy a fenti tételben szereplo stirliség altalaban
nem &ll fenn az operdtornorma topolégidgjaban (ez ugyanis azt jelentené, hogy C(X)
stirlt az IL>(p)-ben, ami dltaldban nem igaz), tovabbd, hogy a fenti allitdsra kozvetlen

mértékelméleti bizonyitas is adhato.

3.3.5. Definicié. Legyen A a H Hilbert-tér korlatos linearis operatorainak egy algebréja.
Az © € H vektort az A ciklikus vektoranak nevezzik, ha az Ax altér siurtt H-ban. Az
y € H vektort az A szeparalé vektoranak nevezziik, ha tetszéleges A € A esetén Ay = 0-
bol A = 0 kovetkezik.

3.3.6. Megjegyzés. Altaldban nincs semmilyen kapesolat vektorok ciklikussdga és sze-
paralé volta kozott. Legyen ugyanis H egy legalabb 2-dimenziés Hilbert-tér. Ha A = CI
és x # 0, akkor = szeparalé vektora A-nak de x nem ciklikus vektor. Ha pedig A = B(H)
és x© # 0, akkor x ciklikus vektora A-nak, de 6 nem szeparal6 vektor.

Mindazonaltal, ha A operatorok egy kommutativ algebrdja, akkor A minden ciklikus
vektora egyben szepardlé is. Valéban, ha x ciklikus vektor, és Tz = 0 valamely T € A
esetén, akkor minden A € A-ra fennéll, hogy TAx = ATx = 0. Mivel z ciklikus vektor
volt, igy T eltiinik a H egy stlirli alterén, amibol 7' = 0 kovetkezik.

3.3.7. Definicié. Ha A korlatos linearis operator a H Hilbert-téren, akkor az A altal ge-
neralt Neumann-algebran az A-t tartalmazé Neumann-algebrak metszetét értjiik. Jelolése
W*(A).

3.3.8. Megjegyzés. Ha N € B(H) normaélis operator, akkor
W*(N)={N}".

Valéban, Fuglede tétele miatt (2.4.12. Tétel) {N} *-algebra, tehat {N}” egy olyan
Neumann-algebra, ami tartalmazza N-et. Ha A C B(H) egy olyan Neumann-algebra,
melyre N € A, akkor Neumann mésodik kommuténs tétele miatt {N}" C A” = A. Innen
kapjuk az &llitast. Mésrészt W*(N) megegyezik az N, N* polinomjai altal alkotott kom-

mutativ *-algebra erés (gyenge) lezartjaval, igy W*(N) kommutativ Neumann-algebra.
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3.3.9. Tétel. Legyen N normdlis operdtor a H Hilbert-téren és tegyuik fel, hogy az dltala
generdlt Neumann-algebrdnak, W*(N)-nek van ciklikus vektora. FEkkor létezik olyan p
véges Borel-mérték o(N)-en, melynél minden nemires nyilt halmaz mértéke pozitiv és

U : H — L2?(u) unitér operdtor gy, hogy az
fIN)=U"'MU - (f €L®(n)

mddon adott f +— f(N) leképezés izometrikus *-izomorfizmus L>°(u) és W*(N) kézott,

ami a folytonos figgvénykalkulus kiterjesztése.

Bizonyitds. Jeldlje ®: C(o(N)) — C*(N) a folytonos fiiggvénykalkulust és legyen
x € H az W*(N) egy ciklikus vektora. Legyen

F(f) = (@(f)z,z)  (f € Cla(N))).

Ekkor F' pozitiv linedris funkciondl C'(o(NV))-en, amihez a Riesz-féle reprezentécios tétel
értelmében tartozé (pozitiv) regularis Borel-mérték legyen p. Ha V' C o(IN) nemiires
nyilt halmaz, akkor az Uryson-lemma miatt van olyan f : o(N) — |0, 1] folytonos nem
azonosan 0 fiiggvény, ami eltlinik a V' komplementuman. Tegyiik fel, hogy u(V) = 0.
Ekkor f2-nek a p-szerinti integrélja 0, és igy azt kapjuk, hogy

0=F(f*) = (6(f)o(f)z, z) = (2(f)z, 2(f)z),

amib6l ®(f)xr = 0 kovetkezik. Mivel C*(N) erésen stirit W*(N)-ben, ezért « ciklikus
vektora C*(N)-nek is. A kommutativitds miatt = ciklikussagabol adédik annak szeparald
volta. Ezért ®(f) = 0 azaz f = 0 adddik, ami ellentmondas. Tehat nemiires nyilt halmaz
p-szerinti mértéke pozitiv.

Tekintsiik most a

O(f)zr— f

leképezést. Az x vektor szepardlé volta miatt ez egy jol-definialt linearis leképezése
C*(N)x C H-nak C(X) C L?(uu)-re. Konnyen lathato, hogy ezen leképezés normatarté.
Valéban,

lo(f)a]l* = (b(f)z, d(f)a (f)yo(f)z,x) =

(12 x) = F( ) /|f| d =12

Mivel C*(N)x C H és C(X) C L?(u) stirfl aleterek, ezért ezen leképezés egyértelmii
moédon terjeszthetd ki U : H — L2(u) unitér operdtorrd. Legyen most f € C(o(N)).
Mivel

MUR(g)x = Mpg = fg = US(fg)z = UR(f)®(g)x



3.3. Az L>°-fliggvénykalkulus 120

teljesiil minden g € C(0(N)) esetén, ezért = ciklikussdga folytdn kapjuk, hogy M,;U =
Ud(f), azaz
O(f) =U""M;U = f(N)

minden folytonos f esetén. Ezen Osszefliggésbol adodik, hogy
{M; : f€Clo(N)} =UCH(N)U.

Mindkét oldal erés (gyenge) lezartjat véve a 3.3.3. Tétel felhasznalasaval kapjuk, hogy
[My : [ €L=(u)} = UW*(N)U,

Innen kovetkezik, hogy a tételben szerepld leképezés izometrikus *-izomorfizmus L>°(1)-
r6l W*(N)-re. A bizonyitds ezzel teljes.

3.3.10. Megjegyzés. Az el6zd tétel alapjan, abban az esetben, ha a W*(N)-nek van
ciklikus vektora, akkor a folytonos fliggvénykalkulus kiterjesztheté egy alkalmas tulaj-
donsagokkal bird tigynevezett L>°-fliggvénykalkulussa. Ezek utan a kérdés az, hogy vajon
minden esetben van-e ciklikus vektor?

Az vildgos, hogy mivel W*(N) az N, N* polinomjai altal alkotott *-részalgebra erds
lezértja, igy ha W*(N)-nek van ciklikus vektora, akkor H sziikségképpen szeparabilis.
Az azonban még a szeparabilis esetben sem igaz, hogy minden W*(N)-nek van ciklikus
vektora. Ehhez legegyszeriib példanak tekintsiik az identikus operédtort. (Megmutathato,
hogy ha N egy szepardbilis téren értelmezett normalis operator, akkor abban az esetben
ha W*(N)-nek van ciklikus vektora, N sziikségképpen multiplicitdsmentes, azaz minden
sajatértéke 1 multiplicitdsi.) Tehdat ciklikus vektor nem minden esetben létezik. Sokkal

szerencsésebb a helyzet a szepardlé vektorokkal, amint azt a kovetkezo allitds mutatja.

3.3.11. Lemma. Legyen H szepardbilis Hilbert-tér, A C B(H) az identikus operdtort

tartalmazo kommutativ *-részalgebra. Ekkor A-nak van szepardld vektora.

Bizonyitds. Legyen R olyan {Ax : |z|| =1, * € M C H} rendszerek halmaza, me-
lyek elemei paronként ortogondlisak. Konnyti latni, hogy R a tartalmazassal mint parcidlis
rendezéssel egy olyan halmaz, melyben minden lanc feliilr6l korlatos, s ezért alkalmazhaté
ré4 a Zorn-lemma. Ezért R-nak van maximalis eleme. Mivel A *-részalgebra, konnyen
kovetkezik, hogy ezen maximélis elem olyan, hogy a benne szerepl6 zart alterek (Hilbert-
féle) direktosszege éppen H. Egyébként ugyanis ezen direktosszeg ortogonélis komplemen-
terébdl valasztva egy y egységvektort és az Ay alteret tekintve ellentmondésba keriilnénk
rendszeriink maximalitdsdaval. A H szeparabilitdsa és x € Az miatt adédik, hogy a

maximalis rendszertinkhoz tartozé x-ek szamossaga megszamlalhatd. Ezért l1étezik olyan
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{z1,xq,...} ortonormalt vektorrendszer, melyre az Az, alterek paronként ortogondlisak

és direktosszegiik H. Tekintsiik az

1
vektort. Legyen T' € A. Ha Tx = 0, akkor ) %T.Tn = (0, ahonnan a tagok ortogonalitdsa
miatt kovetkezik, hogy Tz, = 0 minden n-re. Innen kapjuk, hogy T'Az,, = ATz, = 0
minden n € N és A € A esetén. Ebbdl addodik, hogy T' zérus alterek egy olyan rendszerén
melyek lezartjainak direktosszege H. Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy 7' = 0. Tehat x

szeparal6 vektora A-nak.

A kovetkez6 lemma azt mutatja, hogy a B(H) tetsz6leges olyan C*-részalgebraja, ami-
nek van szeparald vektora, izomorf egy kisebb Hilbert-téren értelmezett C*-részalgebraval,

aminek mar van ciklikus vektora.

3.3.12. Lemma. Legyen A C B(H) egy, az identikus operdtort tartalmazé C*-

részalgebra. Legyen x szepardlo vektora A-nak és jelolje Hy az Ax lezdrtjat. Ekkor az
Av+—— A|lH,

leképezés izometrikus *-izomorfizmusa A-nak B(Hy)-ba. Tovdbbd o(A) = o(A|Hy) min-
den A € A esetén.

Bizonyitas. Vildgos, hogy Hy invarians altere minden A € A operdtornak. Ezek
utdn konnyen beldthatd, hogy a fenti leképezés *-homomorfizmus. fgy a normatartashoz
a 2.5.7. Tétel miatt elegendé megmutatni, hogy transzforméacionk injektiv. Ez viszont
azonnal kovetkezik x szepardld voltabdl. Végezetiil, mivel az el6zéek miatt A|Hy :=
{A|Hy : A€ A} C B(Hy) egy, az identitast tartalmazé C*-részalgebra igy a 2.3.3. Tétel
miatt

0(A) = 04(A) = o, (AlHo) = 0(110) (Al Ho).
Szakaszunk f6 tételének bizonyitasahoz sziikségilink lesz az alabbi eredményre.

3.3.13. Tétel. Neumann-algebra egységgombje kompakt a gyenge operdtortopolégidra

nézve.
Bizonyitas. Hasonléan jarunk el mint a 3.1.5. Tétel bizonyitasaban. Tekintsiik az

Avr— ((Al‘, y>)(m,y)€H><H
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leképezését A egységgombjének a [, »cp.p{z € C ¢ 2] < |[z||[ly[|} szorzattérbe. Ha A
egységgombjén a gyenge operatortopoldgiat tekintjiik, akkor ezen leképezés egy homeo-
morfizmusa A egységgombjének a fenti szorzattérbe, ami a Tyihonov-féle kompaktsagi
tétel miatt kompakt. fgy csak azt kell belatnunk, hogy leképezésiink értékkészlete zart.
Ehhez legyen (A,) egy nett A egységgémbjében, melyre ((A,z,y)) konvergens minden
x,y € H esetén. Ekkor minden x,y € H vektorhoz létezik olyan B(zx,y) komplex szam,
melyre
(Ao, y) — Blz,y).

Konnyen latszik, hogy B sesquilinedaris forma, melynek norméja nem nagyobb mint 1.
Ezért létezik olyan A korldtos linearis operator, hogy ||A|| < 1 és B(z,y) = (Ax,y)
teljestil minden z,y € H esetén. Vildgos, hogy (A,) gyengén konvergdl A-hoz. Mivel
A Neumann-algebra, ezért A € A, amibol kapjuk a kivant zartsdgi tulajdonsagot. A

bizonyitas ezzel teljes.

Az aldbbi tételiinkben megmutatjuk, hogy szeparabilis téren értelmezett teszdleges

normalis operator esetén megadhaté alkalmas L>°-fiiggvénykalkulus.

3.3.14. Tétel. Legyen N normdalis operdator a H szeparabilis Hilbert-téren. Ekkor létezik
olyan 1 véges Borel-mérték o(N)-en, melynél nemiires nyilt halmaz mértéke pozitiv és
olyan izometrikus *~izomorfizmus L (n) és W*(N) kozétt, ami kiterjesztése a folytonos

fugguénykalkulusnak.

Bizonyitds. Célunk az allitds visszavezetése a ciklikus esetre (3.3.9. Tétel). Legyen

x a W*(N) szeparalé vektora (3.3.11. Lemma) és jelolje Hy a W*(N )z lezartjat. Legyen
A: A— A|H,,

ami a 3.3.12. Lemma miatt izometrikus *-izomorfizmusa W*(N)-nek B(Hy)-ba.
Megmutatjuk, hogy A képterére: W*(N)|Hy = W*(N|Hp). Mivel W*(N) megegyezik
a C*(N) erbs lezértjaval, igy C*(N)z = W*(N)z = Hy. Igy a 3.3.12. Lemma miatt
C*(N)|Hp kommutativ C*-algebra, melynek I|Hy és N|H, eleme. Ezért C*(N|H,) C
C*(N)|Hy. Masrészt, mivel tetszéleges p(z,z) polinomra p(N, N*)|Hy € C*(N|H,),
igy kapjuk, hogy C*(N)|Hy, C C*(N|Hy). Osszefoglalva, C*(N)|Hy, = C*(N|H,).
Ebbdl kovetkezik, hogy W*(N)|Hy, € W*(N|Hy). Ha T € (W*(N|Hp))1 (1 a meg-
felels tér egységgdombjét jeloli), akkor a Kaplansky-féle siirtiségi tétel miatt létezik
(C*(N|Hyp))1 = (C*(N)|Hp)1-ben olyan nett, ami erésen konvergal T-hez. Mivel ez a nett
sziikségképpen benne van (W*(N)|Hy)i-ben, igy adddik, hogy W*(N)|H, egységgombje

er6sen sirit W*(N|Hy) egységgoémbjében. Azonban A gyengén folytonos és (W*(N)),
gyengén kompakt (3.3.13. Tétel). Ezért W*(N),|Hy = (W*(N)|Hp)1 (A izometria) is
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gyengén kompakt, azaz gyengén zart B(Hj)-ban, s ezért (W*(N|Hy))i-ben is. Ebbol
kovetkezik, hogy W*(N)|Hy és W*(N|H,) egységgombjei megegyeznek, ahonnan kapjuk,
hogy W*(N)| Ho = W*(N|H).

Ezek utan vildgos, hogy az z ciklikus vektora a W*(N|H,) algebranak. Alkal-
mazhaté tehat a 3.3.9. Tétel, ami szerint 1étezik olyan p regularis Borel-mérték N|H
spektrumén, azaz o(N)-en (3.3.12. Lemma), melynél nemiires nyilt halmaz mértéke po-
zitiv, és van olyan izometrikus *-izomorfizmus L>°(u)-rél W*(N)|Hp-ra ami a folytonos
figgvénykalkulus kiterjesztése. Szorozzuk meg ezen leképezést balrél a fent szerepld
A inverzével. Vildgos, hogy ez egy izometrikus *-izomorfizmusa L*°(u)-nek W*(N)-re.
Konnyt 14tni, hogy ha p(z, z) tetsz6leges polinom, akkor p(z, Z) ezen leképezés szerinti

képe éppen p(N, N*). Innen a Stone-Weierstrass-tétel miatt adddik a tétel utolsé allitasa.

3.4 Kommutativ Neumann-algebrak

3.4.1. Lemma. Legyen X komplex vektortér és QQ : X — C kvadratikus alak (azaz olyan
fiigguény, hogy Q(A\x) = |\*Q(z) teljesiil minden N € C és v € X esetén). Pontosan
akkor létezik olyan B : X x X — C sesquilinedris forma, melyre Q(x) = B(z,z) (v € X),

ha Q eleget tesz a paralelogramma egyenloségnek, azaz ha

Qz+y)+Qr —y) =2Q(z) +2Qy)  (z,y € X).

3.4.2. Tétel. Legyen A C B(H) kommutativ Neumann-algebra. Ekkor A struktiratere

Stone-tér, azaz olyan kompakt Hausdorff-tér, melyben minden nyilt halmaz lezartja nyilt.

Bizonyitéas. Legyen U C A nyilt halmaz. Jelolje F azon f : A — 0, 1] folytonos
fiiggvények osztalyat, melyek elttinnek U-n. Vilagos, hogy F a szokasos pontonkénti
rendezésre nézve iranyitott halmaz (azaz olyan parcidlisan rendezett halmaz, melyben
barmely két elemnnél van nagyobb-egyenld elem). Azt allitjuk, hogy F-nek van pontos
fels6 korlatja C'(A)-ban. Valéban, tekintsiik F elemeinek a Gelfand-transzformacié révén
megfelel6 A-beli A pozitiv operatorokat. Ekkor mindegyik A meghataroz egy kvadratikus
alakot (nevezetesen az x — (Ax,x) fiiggvényt), ami trividlisan teljesiti a paralelogramma
azonossagot. Minden szobanforgdé A operatorra A < I. A F iranyitottsaga miatt ezen
alakok pontonkénti szuprémuma, a

Q(z) = sup(Azx, x) = 1i£11<Ax,x)
A

fliggvény is eleget tesz a paralelogramma azonossagnak. A fenti lemma miatt ekkor @)

egy B sesquilinedris forma nyoma. Vildgos, hogy |B(x,z)| < ||z||>. A B-re polarizdciét
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alkalmazva ebbél kénnyen adédik, hogy B folytonos a (0,0) pontban. Ebb6l a linedris
operatorok korlatossaga és origoban vald folytonossdga ekvivalenciajanak bizonyitasdban
alkalmazott mddszerhez teljesen hasonléan kapjuk, hogy B korlatos sesquilinearis forma.
Ezért 1étezik olyan T' € B(H), hogy B(x,y) = (Tz,y) (x,y € H). Mivel

(Tx,z) = liin(Ax, x)

igy ugyancsak polarizaciét alkalmazva konnyen lathaté, hogy T eleme A gyenge
lezartjanak, s {gy A-nak is. Legyen ¢ = T. Mivel 0 < T < I, ezért 0 < g < 1.
A konstrukciénkbdl az is kovetkezik, hogy g felsé korlatja F-nek és tetszéleges olyan
h: X — |0, 1] folytonos fiiggvényre, melyre f < h teljestil minden f € F esetén, egytttal
g < h is teljestl. fgy g =supF. Ha z ¢ U, akkor az Uryson-lemma miatt létezik olyan
f € F, melyre f(xr) = 1. Ebbdl adddik, hogy g(z) = 1. Tehidt ¢ = 1 az U komple-
mentuman. Ha z € U, akkor hasonlé meggondoldsok miatt 1étezik olyan h : X — [0, 1]
folytonos fiiggvény, melyre h|x\y = 1 és h(x) = 0. Mivel h nyilvanvaléan felsé korlatja

F-nek, igy g < h, azaz g(z) = 0. Ezért g = 0 az U-n. Igy kapjuk, hogy
Ucg(0)cg'(0,1) cU.
Innen U = g~1([0, 1]) kovetkezik, tehat U nyilt halmaz. A bizonyités ezzel teljes.

3.4.3. Megjegyzés. Megmutathatd, hogy a B(H) kommutativ C*-részalgebrai kozott
az a tény, hogy a strukturatér Stone-tér, nem karakterizalja a kommutativ Neumann-
algebrakat. Nevezetesen, létezik olyan X Stone-tér, melyre C'(X) nem izometrikusan

*_izomorf egyetlen kommutativ Neumann-algebrdval sem.

3.4.4. Lemma. Legyen 0 # P, € B(H) egymdssal felcserélhetd projekcidk eqy sorozata
€s .
A= —P,.
n 3n
Ekkor a {P,}n csaldd dltal generdlt kommutativ egységelemes C*-algebra megegyezik az A

altal generdlttal.

Bizonyitas Vildgos, hogy C*({P,},) tartalmazza C*(A)-t. A mdsik irdnyd
tartalmazashoz vegyiik észre a kovetkezOket. Ha X jeloli a C*({P,},) sruktiuraterét,
akkor mivel a P,-nek &ltal generdlt részalgebra stiri C*({P,},)-ben, igy ugyanez igaz
a P,-ek Gelfand-transzformaltjaival kapcsolatban a C(X)-re vonatkozéan is. Mivel X
kompakt Hausdorff-tér ezért X normalis és igy a rajta értelmezett folytonos fiiggvények
elvalasztjak X pontjait. Ebbol a fentiek miatt adodik a {pn}n csalad szepardld volta.
Koénnyen beldthaté, hogy az A konstrukei6jdbél adédéan ekkor A mér magdban is sze-

pardl (ehhez kell, hogy az A el6éllitasaban a P, egyiitthatéja éppen 1/3"). Innen a
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Stone-Weierstrass-tétel miatt adédik, hogy C/(X) minden eleme, igy a P,-k mindegyike is
egyenletesen approximélhaté C/(X)-ben az A polinomjaival. Ezért ugyanez igaz az P,-ek
és az A viszonylatdban. Ezért P, € C*(A) ahonnan kapjuk, hogy C*({P,}.) C C*(A4). A

bizonyitas ezzel teljes.

3.4.5. Tétel. Ha H szepardbilis Hilbert-tér, A C B(H) pedig kommutativ Neumann-
algebra, akkor létezik olyan A € A dnadjungdlt operdtor, melyre W*(A) = A.

Bizonyitas. Jelolje P az A-beli projekciék halmazat. Mivel (B(H)); az erés
operétor topolégiaval szeparabilis metrikus tér (3.1.6. Tétel, 3.1.7. Tétel), igy P is sze-
parabilis (szeparabilis metrikus tér minden altere is szeparabilis). Legyen (P,) erdsen
stirit sorozat P-ben. A 3.2.6. Tétel (i) pontja miatt A4 megegyezik P linearis burkanak
operator norméaban val lezartjaval. Innen kapjuk, hogy A C W*({P,},). Mivel a mésik
irdnyu tartalmazas vilagos, igy

A=W ({Pu}n),

ahonnan az el6zd lemma felhasznaldsaval adodik az allités.

3.4.6. Megjegyzés. Megmutathatd, hogy analdg éllitas nem igaz kommutativ C*-
algebrakra vonatkozdan. Valéban, ha H szepardbilis végtelen dimenziés Hilbert-tér, ami-
ben rogzitiink egy teljes ortonormalt sorozatot, akkor az erre nézve diagonalis operatorok
Osszessége természetes mddon beazonosithatd az [.-vel, ami izometrikusan izomorf
C'(BN)-nel. fgy ha ezen operatorok C*-algebraja generalhaté lenne egy elemmel, akkor
ugyanez igaz lenne a C'(fN) fiiggvényalgebrara, amibél az kévetkezne, hogy GN-en lenne
injektiv folytonos komplex fliggvény, ami nyilvanvaléan nem igaz, hiszen SN szamossaga
2¢.

Megjegyezziik tovabbd, hogy Neumann azt sejtette, hogy szeparablis Hilbert-téren
minden Neumann-algebra generdlhaté egy elemmel. Ezen sejtést Neumann-algebrak
szamos részosztalyara sikeriilt igazolni, azonban teljes altalanossagaban a probléma még

megoldatlan.

3.4.7. Tétel. Legyen H szeparabilis Hilbert-tér és A C B(H) kommutativ Neumann-
algebra. Ekkor létezik olyan K C C kompakt halmaz és p véges Borel-mérték K-n, melynél

nemiires nyilt halmaz mértéke pozitiv, igy hogy A izometrikusan *-izomorf L (u)-vel.

Bizonyitas. A 3.4.5. Tétel és a 3.3.14. Tétel kovetkezménye.
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3.5 Projekciok geometriaja

3.5.1. Definicié. Legyen {P,} a B(H) projekcidinak egy tetszéleges halmaza. Jelolje
V, P, a P,k értékkészletei altal kifeszitett altérre valé ortogonalis projekciét. Vildgos,
hogy V. P, éppen a {P,} rendszer szuprémuma a projekcidk parcidlisan rendezett hal-
mazaban.

Hasonléan, lelolje A, P, a P,-k értékkészleteinek metszetére valé ortogonalis projekciot.
Vildgos, hogy AP, éppen a {P,} rendszer infimuma a projekciék parcialisan rendezett

halmazaban.

3.5.2. Megjegyzés. Tetsz6leges P projekcié esetén jelolje P+ = I — P. Egyszerii

meggondolasok mutatjak, hogy fenndllnak az alabbi de Morgan tipusu azonossagok:
(\/7Ry)L - /\“/P'j_7 (/\’YP'Y)J_ - \/WP’j‘.

3.5.3. Megjegyzés. Legyen L egy parcidlisan rendezett halmaz. Azt mondjuk, hogy L
hél6, ha barmely a,b € L elem esetén létezik az {a,b} halmaznak pontos alsé és pontos
fels6 korlatja L-ben. (Ezek szokésos jelolése a Ab és aVb.) Az L-et teljes hélénak hivjuk,
ha benne tetszoleges részhalmznak 1étezik a pontos alsé és pontos felsé korlatja.

Azt mondjuk, hogy |: L. — L ortokomplementdalas az L parcialisan rendezett halma-

zon, melynek van minimélis eleme 0 és maximalis eleme 1, ha

(i) a < b= b+ <at;
(iii) aVat =1

teljestl minden a,b € L esetén. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy L egy ortokomp-
lementaris parcidlisan rendezett halmaz. Jelolje a L b ha a < b'. Kénnyti latni, hogy

L-ben teljesiilnek az alabbi de Morgan tipusu azonossagok:

(\/iai)L = /\iCLL (/\iCLZ')L = \/iCLL

70 70

feltételezve, hogy a fenti egyenloségek valamelyik oldala 1étezik.
Egy L ortokomplementaris parcidlisan rendezett halmazt ortomodularisnak neveziink,
ha

(i) aVvb € Lminden a L b, a,b € L esetén;

(i) ha a < b, akkor b =aV (b A a™t).
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Ezek utdn viladgos, hogy tetszoleges Hilbert-téren értelmezett projekciok halmaza a
szokasos rendezéssel és ortokomplementalassal teljes ortomodularis halé. Az alabbi tétel
egyszerii kovetkezménye, hogy ugyanez igaz Neumann-algebra projekciéinak halmazara

is.

3.5.4. Tétel. Legyen A egy Neumann-algebra és P, € A (v € I') projekcidk egy
tetszoleges rendszere. Ekkor
Vo P, AP, e A

Bizonyitas. Legyen P,Q € A projekci6. Ekkor egyszerli szamolas mutatja, hogy
(mg PUrng Q)* = (ing P)* N (g Q)* = ker P Nker Q = ker (P + Q).

A 3.2.5. Tétel (iii) pontja miatt kapjuk, hogy PV @Q € A. Legyen most F' C I tetszbleges
véges részhalmaz. Ekkor Pp = V,epP, € A. Belathat6, hogy a (Pp)prcr véges részhalmaz

erésen konvergal V,P,-hoz. Innen adddik az allitds.

3.5.5. Definicié. Legyen A Neumann-algebra és P,QQ € A projekcidk. A P-t és Q-t
egymassal ekvivalensnek nevezziik (jelolése: P ~ (@)) ha létezik olyan V € A parcialis
izometria, melyre P = V*V és Q = VV*. Tovabbd azt irjuk, hogy P 2 Q,ha P~ R < (@

valamely R € A projekcié esetén, azaz ha P ekvivalens a () valamely szubprojekcidjaval.

3.5.6. Tétel. (Az EKVIVALENCIA ADDITIVITASA). Legyen A egy Neumann-algebra,
(P,), (Qa) pedig két A-beli paronként ortogondlis projekciokbdl dllo csaldd. Ha P, ~ Q.

minden o esetén, akkor
> Pard Qu

Bizonyitas. LegyenV, € A parcidlis izometria, melyre V>V, = P, és V,V} =
Qo Mivel (P,) elemei paronként ortogondlisak, ezért a V*-ok értékkészletei is paronként
ortogondlisak. hasonléan kapjuk a V,, értékkészleteinek ortogonalitasat.

A Zwer V,x sor ortogonalis sor 1évén pontosan akkor konvergens ha

D WVazl® =) (Paw,x) =D (Pa, Par) = Y || Paz|® < 00
ami azonban minden x € H esetén fennall. A Y  V*z (z € H) ortogondlis sor esetén
teljesen hasonléan jarhatunk el. Ezért a >V, és ) Vi sorok erdsen konvergensek.
Jelolje V' a )V, er6s hatarértékét. Vilagos, hogy V' linearis operator, és a P,-k

paronkénti ortogonalitdsa miatt ||[Vz|* < ||z/|*> minden z € H esetén. Innen kapjuk,
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hogy V' korlatos lineéris operator. Mivel az erés konvergencia maga utan vonja a gyenge
konvergenciat, kénnyt latni, hogy > V. erés hatarértéke (ami a fentiekhez hasonléan
létezik), éppen V*. Mivel a B(H) egységgdmbjén a szorzas az erés topoldgidra nézve
folytonos (lasd 3.1.9. Megjegyzés), a fenti ortogonalitasi tulajdonsagokat figyelembe véve
kapjuk, hogy

VIV =3 ViVa=D Pu b VV =3 "VVi=> Qa

az eros operatortopolégiaban. FEzért V*V VV* projekciok, ahonnan kovetkezik, hogy
V' € A parcialis izometria és Y P, ~ > Q4. A bizonyitas ezzel teljes.

3.5.7. Megjegyzés. Legyen A egy Neumann-algebra. Konnyi megmutatni, hogy A
projekcidinak halmazan a = relacid reflexiv és tranzitiv. Az aldbbiakban megmutatjuk

ezen relacid antiszimmetrikus voltat.

3.5.8. Tétel. (SCHRODER-BERNSTEIN-FELE TETEL). Legyen P,Q projekcid a A
Neumann-algebraban. Ha P 3 Q és Q 2 P, akkor P ~ Q.

A bizonyitashoz felhasznaljuk a kovetkezd eredményt: Teljes hélén értelmezett ren-
dezésmeg6rzo leképezésnek van fixpontja. (Bizonyitds: Legyen ¢ a szébanforgd leképezés
és jelolje p = sup{q : ¢ < ¢(q)}. Legyen q egy tetsz6leges eleme a p-t definidlé halmaznak.
Ekkor ¢ < p miatt ¢ < ¢(q) < ¢(p). Mivel ez minden ilyen g-ra teljesiil, ezért p < ¢(p).
Innen kapjuk, hogy ¢(p) < o(o(p)). fgy o(p) eleme a p-t definidlé halmaznak, s ezért
¢(p) < p. Innen kapjuk, hogy p = ¢(p).)

Legyenek most U,V € A parcialis izometridk, melyekre U*U = P,UU* < Q és V*V <
P, VV*=(Q. Tetszoleges R < () projekcid esetén legyen

d(R)=Q—U(P —-V*RV)U".
Beldthatd, hogy ¢ egy rendezéstarté leképezése a {R € A : R projekci6, R < Q} teljes
halonak cnmagaba. Ezért 1étezik olyan R < @) projekcid, melyre

R=Q-U(P—-V*RV)U".
Tekintsiik most az RV és (P—V*RV)U* operéatorokat. Kénnyi latni, hogy (RV)(RV)* =
R, (RV)*(RV) = V*RV, tovibba
(P — V*RV)U*)*(P — V*RV)U* =Q — R
és
(P — V*RV)U*((P — V*RV)U*)* = P — V*RV.

Innen kapjuk, hogy R ~ V*RV és Q — R ~ P — V*RV. Az ekvivalencia additivitasa
miatt ezekbdl kovetkezik, hogy () ~ P. A bizonyitéds ezzel teljes.
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3.5.9. Definicié. Legyen T' € B(H). Jelolje rp (7)) a T értékkészletének lezartjara

torténd ortogonalis projekcié operatorat amit a 1" range-projekcidjanak neveziink.

3.5.10. Definicié. Legyen A egy Neumann-algebra és A € A. Ekkor az A azon centralis
projekcidinak a pontos alsé korlatjat, melyek nagyobb-egyenléek rp A-ndl, az A centrélis

fed6jének nevezziik és Cy-val jeloljik.

3.5.11. Megjegyzés. Konnyt latni, hogy az A Neumann-algebra centruma, azaz AN A’

is Neumann-algebra. Ezért tetszoleges A € A esetén C4 centralis projekcio.
3.5.12. Allit4s. Legyen A € A. Ekkor A centrdlis feddjének értékkészletére fenndll, hogy
rmg Cy = [AA'rng A|

Bizonyitas. Legyen P € A centralis projekcié, melyre rp A < P. Ekkor tetszoleges
TeAés Se A esetén

P(T'SAz) = TPSAx =TPASx =TASx =TSAx (x € H).

Ezért [AA rng A] C rngCy. Tovabba vildgos, hogy [AA'rng A] invaridns altere A, A’
elemeinek. Ezért a ra torténd ortogonalis projekcid operatora felcserélheté minden A-beli
és minden A’-beli operdtorral. Innen kapjuk, hogy P € A" és P €¢ A" = A. Tehat
P centrélis projekcidja az A-nak, ami nagyobb-egyenlé az rp A-nédl. Innen kapjuk, hogy
mgCy C m és ezzel a bizonyitas teljes.

3.5.13. Allitas. Legyen A Neumann-algebra és A € A. Ekkor rp (A) ~ rp (A%).

Bizonyitas Legyen A = U|A| az A polaris felbontdsa. Ennek komponensei
elemei A-nak. Tovébbd, mivel UU* = rp A és U*U = rp|A|, igy rp A ~ 1p|A|. Mivel
ker |A| = ker A, ezért

g |A| = (ker |A])* = (ker A)* = rng A*.
Innen kapjuk, hogy rp A ~ rp |A| = rp A*.

3.5.14. Allitas. Legyen A egy Neumann-algebra és P,Q € A projekcidk. Ekkor PAQ
{0} pontosan akkor dll fenn, ha P-nek és Q-nak van nemzérus ekvivalens szubprojekcidja,
azaz ha létezik olyan 0 # Py < P, 0 # Qo < Q projekcio, melyre Py, Qo € A és Py ~ Q.
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Bizonyitas. Tegyik fel elészor, hogy PAQ # {0}. Legyen A € A olyan, hogy
PAQ # 0. Legyen Py = rp (PAQ) és Qy = rp (QA*P). Ekkor Py,Qo € A, 0 # Py < P,
0 # Qo < Q és az elozo6 allitds miatt Py ~ Q.

Megforditva, tegyiik fel, hogy P-nek és ()-nak van egymaéssal ekvivalens nemzérus
szubprojekciéja: Py, Qo. Legyen U € A parcialis izometria, melyre U*U = Py, UU* = Q).
Ekkor

P(BU*Q0)Q = PaU*Qy = U UU*Qo = U*Qy = UUU* = U* £ 0,

tehat PAQ # {0}.

3.5.15. Allitas. Legyen A Neumann-algebra, P,Q € A projekciék. Ekkor P-nek és

Q-nak pontosan akkor van eqgymdssal ekvivalens nemzérus szubprojekcicja, ha CpCq # 0.
Bizonyitds. Legyen CpCqy = 0. Vilagos, hogy P < Cp és ) < Cg. Ezért
PAQ) = PCpACoQ = PACpCpQ =0

minden A € A esetén. Ezért a 3.5.14. Allitds miatt P-nek és (-nak nincs egymassal
ekvivalens nemzérus szubprojekcioja.

Megforditva, tegyiik fel, hogy PAQ = {0}. Ekkor PAA'Q = {0} is nyilvanvaléan
teljesiil, ahonnan a 3.5.12. Allitas miatt kapjuk, hogy PCo = 0. Tehat P < I — (g és ez
utobbi projekeié centralis. Innen kovetkezik, hogy Cp < I — Cg, s ezért CpCq = 0.

3.5.16. Megjegyzés. A fentiekben tehat kaptuk az aldbbi szép algebrai jellemzést: a
P, Q) € A projekcidkra PAQR = {0} pontosan akkor teljesiil, ha CpCq = 0.

3.5.17. Megjegyzés. Konnyii latni, hogy ha P, () projekcidk az A Neumann-algebraban,
P ~ (@) és R centralis projekcid, akkor PR ~ QQR. Ezen észrevételre sziikségiink lesz a

kovetkezo tétel bizonyitasaban.

3.5.18. Tétel. (OSSZEHASONLITASI TETEL). Legyen A Neumann-algebra, P,Q € A
projekcick. Ekkor létezik olyan R € A centrdlis projekcio, melyre PR % QR és PR* =
QR*.

Bizonyitas Legyen {P,}, {Q.} ortogondlis projekcidk csalddjainak maximélis
parja, melyre P, < P, Q, < Q és P, ~ Q,. (A Zorn-lemma miatt ilyen maximalis par
létezik.) Az ekvivalencia additivitdsa miatt a Py = Y Pa, Qo = Y, Qa projekcidkra
teljestl, hogy Py ~ Qo. Legyen P, = P — Fy és Q1 = @Q — Qg. Ha a Py-nek és Q-

nek lennének ekvivalens szubprojekcidi, akkor ellentmonddasba keriilnénk a {P,}, {Qa}



3.6. Neumann-algebrak osztdlyozasa 131
pér maximalitdsaval. Ezért 3.5.15. Allités miatt Cp,Cq, = 0. Legyen R = Cgp,. A
P Cp, = Py és Q1Cq, = @1 Osszefiiggések felhasznalasaval kapjuk, hogy

PR =PyR+ P,R= PR+ (P.Cp,)Co, = PR ~ QuR < QR

és
QR = QoR* + Q Rt = QuR* + Q\(I — Cg,) = QuR* ~ RyR* < PR*.

A bizonyitas ezzel teljes.

3.5.19. Definicié. Az A Neumann-algebrat faktornak nevezziik, ha centruma trivialis,
azaz ha AN A = ClI.

3.5.20. Kovetkezmény. Legyen A faktor és P,Q € A. Ekkor P = Q vagy P - Q.

Bizonyitas. Mivel A-nak két centralis projekciéja van, nevezetesen a 0 és I, ezért
a 3.5.18. Tételbdl azonnal adédik az allitas.

3.6 Neumann-algebrak osztalyozasa

3.6.1. Definici6. Legyen A Neumann-algebra és P € A projekcié.

(i) Azt mondjuk, hogy P véges projekcio, ha P-nek énmagédval ekvivalens szubpro-

jekcidja csak egy van, onmaga.
(ii) A P-t végtelen projekciénak nevezziik ha nem véges.

(iii) Az A Neumann-algebrat végesnek vagy végtelennek nevezziik aszerint, hogy I véges

vagy végtelen.

3.6.2. Allitas. Az aldbbi dllitdsok igazak:

(i) Ha A Neumann-algebra és P,Q € A projekciok, melyekre P 2 Q) és Q véges, akkor

P is véges.
(i) Ha A kommutativ, akkor A véges.

(111) Az M, (C) matrizalgebra véges Neumann-algebra.
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Bizonyitas. Az elso allitashoz, legyen Py < P, melyre Py ~ P. Mivel létezik olyan
Qo < Q projekcié A-ban, melyre P ~ Qq, igy Py ~ P ~ Q.

Legyen U € A parcialis izometria )y értékkészletérél P értékkészletére és V € A
parcialis izometria P értékkészletérdl P értékkészletére. Ekkor VU parcidlis izometria ()
értékkészletérdl Py értékkészeletére. Legyen ()1 = U*FPyU. Vilagos, hogy ()1 6nadjungalt
és

U*P,UU*PyU = U*PyPP,U = U*PyU

miatt (); idempotens. Ezért ()1 egy szubprojekcidja (p-nak. Legyen W = U*V'U. Ekkor
WW =U"V*oUvVU =U"V*PVU =U"V*VU =U"PU =U"U = Q

és

WW*=U*VUU*V*U =UVPVU =UVV*'U =U"RU = Q.
Mivel (), egy olyan szubprojekciéja QQp-nak, ami vele ekvivalens, igy mindkét projekciot
a () — Qo-lal “bévitve” a ) végessége miatt kapjuk, hogy Q1 = Qo. Ezért U*FyU = @,
ahonnan UU*Py)UU* = UQ U™ kovetkezik. Innen kapjuk, hogy

Py=PFPP=UURUU" =UQU*=UU" = P.

Az (i) bizonyités ezzel kész.
Ha A kommutativ, akkor az I-vel ekvivalens projekcié csak egy van: az I. Ebbdl
kapjuk a (i7) allitést.

A (ii7) &llitas abbol kovetkezik, hogy véges dimenziéban minden izometria unitér.

3.6.3. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy ha P,(Q véges projekciok az A Neumann-
algebraban, akkor PV @) is véges. Ezen allitas bizonyitasa azonban kordntsem egyszer.
Megemlitjiik, hogy az tgynevezett paralelogramma szabély segitségével (ez azt mondja
ki, hogy tetszéleges P, Q) € A projekcidk esetén PV Q — Q ~ P — P A Q) elegendé csak

az egymasra ortogonalis véges projekciok esetével foglalkozni.

3.6.4. Definicio. Legyen A egy Neumann-algebra és P € A projekcié. A P-t Abel-

projekciénak nevezziik, ha a PAP algebra kommutativ.

3.6.5. Megjegyzés. Minden P € A Abel-projekcié véges. Valdban, ha Q € A egy
olyan szubprojekcidja P-nek, ami ekvivalens P-vel, akkor létezik olyan U € A parcidlis
izometria, melyre @) = U*U, P = UU*. Konnyen latszik, hogy U = PUP € A. Mivel P
Abel-projekcid, ezért innen kapjuk, hogy QQ = U*U = UU* = P. Tehat P véges.
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3.6.6. Megjegyzés. Ha P € A projekcié, akkor a PAP algebra Neumann-algebra a
rng P Hilbert-téren. Csak a gyenge operatortopolégidban valé zartsagot mutatjuk meg.

Tegytik fel, hogy PA,P egy gyengén konvergens nett, melynek hatarértéke A. Ekkor
PAP =lim P(PA,P)P =lim PA,P = A,

tehat A € PAP.

Ha P € A Abel-projekci6 és Q = P, akkor ) is Abel-projekcié. Valéban, legyen P,
olyan szubprojekciéja P-nek, amire () ~ F,. Legyen U € A olyan parcialis izometria,
melyre U*U = ) és UU* = P,. Ekkor a T — UTU* leképezés *-izomorfizmus QAQ-rdl
PyAPy-ra. Valéban, mivel minden A € A esetén

U(QAQ)U* = UUUAUUU* = Py(UAU*) R,
és
PyAP, = UUUUAUUUU* = UQ(U*AU)QU ™

miatt kapjuk, hogy transzformécionk Py AFP,-ra képez. A leképezésiink tobbi allitott
tulajdonsaga nyilvanvald. Mivel Py AF, részalgebrdja PAP-nek, igy kommutativ. Innen
kapjuk a QAQ kommutativitasat.

3.6.7. Definicié. (NEUMANN-ALGEBRAK OSZTALYOZASA). Legyen A Neumann-al-
gebra. Azt mondjuk, hogy A

(1) I. tipusi, ha A minden nemzérus centrélis projekcidjanak van nemzérus Abel-

szubprojekcidja;

(2) II. tipusd, ha A-nak nincs nemzérus Abel-projekcidja de A minden nemzérus

centrélis projekcidjanak van nemzérus véges szubprojekcidja.

(3) III. tipust, ha A-nak nincs nemzérus véges projekcidja.

3.6.8. Definicié. Egy I. tipusi Neumann-algebrat I;, tipusunak neveziink, ha véges és
I tipusunak, ha végtelen. Hasonldan, egy II. tipusi Neumann-algebrat II; tipusinak

neveziink, ha véges és 11, tipusunak, ha végtelen.

3.6.9. Megjegyzés. Nyilvanvald, hogy minden kommutativ Neumann-algebra és a B(H)
teljes operdtoralgebra is I. tipusi. A B(H) pontosan akkor véges, ha dim H véges.

3.6.10. Tétel. Legyen A C B(H) Neumann-algebra. Ekkor léteznek olyan P; € A
(1=1,2,3,4,5) egymdsra ortogondlis centrdlis projekcidk, melyekre Z?:1 P, =1 ¢s

(1) az APy algebra Iy, tipusi (vagy Py =0);



3.6. Neumann-algebrak osztdlyozasa 134

(ii) az AP, algebra I, tipusi (vagy Py =0);

(iii) az APs algebra I, tipusi (vagy P3; =0)
() az APy algebra Il tipusi (vagy Py =0);
(v) az APs algebra II1. tipusi (vagy Ps =0).

Ha A faktor, akkor a fenti P; projekciok kézil pontosan egy nem zérus.

A bizonyitasban sziikségiink lesz az alabbi lemmaékra.

3.6.11. Lemma. Legyen A Neumann-algebra a H Hilbert-téren. Legyen P € A centrdlis
projekcio. Tekintsik az AP algebra eqy QQ projekcidjat. Ekkor

(i) Q centrdlis AP-ben < @ centrdlis A-ban;
(i1) Q véges AP-ben < @Q véges A-ban;

(11i) Q Abel-projekcic AP-ben < @) Abel-projekcid A-ban.

Bizonyitads. Az (i) abbdl kovetkezik, hogy mivel I — P centralis projekeci6 A-ban
és Q € AP, ezért QA(I — P)=Q(I — P)A=0¢és A(I — P)Q) = 0 minden A € A esetén.

A (ii7) nyilvanvalé, mivel QAQ = Q(PAP)Q hiszen @ < P.

A (i7) bizonyitasa maradt hétra. Ha @ véges A-ban, akkor vildgos, hogy @ véges az
AP-ben is. Legyen most @) véges az AP-ben. Tegyiik fel, hogy 1étezik olyan U parcialis
izometria A-ban melyre U*U = @Q és UU* = @', ahol Q' < @, Q" € A. Ekkor az
UP olyan parciélis izometria (P centralis!), melyre (UP)*(UP) = PU*U = PQ = Q és
(UP)(UP)* =UU*P = Q'P = @ mivel Q' < Q < P. Innen adddik, hogy Q' € AP és a
@-nak AP-beli végessége miatt kapjuk, hogy Q' = Q). Ezzel a bizonyitas teljes.

3.6.12. Allitas. Neumann-algebraban centrdlis projekciok tetszoleges rendszerének

szuprémuma is centralis.

Bizonyitas Mivel Neumann-algebra centruma is Neumann-algebra (lasd
3.5.11. Megjegyzés), ezért projekcidi tetszoleges rendszerének a szuprémumét is tartal-
mazza (3.5.4. Tétel).

3.6.13. Allitas. Neumann-algebraban véges centrdlis projekciok eqy tetszoleges rend-

szerének a szuprémuma is véges centrdlis projekcio.
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Bizonyitas Legyen {P,} véges centralis projekcidk egy rendszere és jelolje
P ezen rendszer szuprémumat. Az, hogy P centrélis, a 3.6.12. Allftas kovetkezménye.
Megmutatjuk, hogy P véges. Legyen Q < P és Q ~ P. Ekkor QFP, < PP, = P, és
QP, ~ PP, = P, miatt (ezen relacidk a P,-k centrélis voltabdl kovetkeznek) kapjuk,
hogy QFP, = P,. Innen kovetkezik, hogy P, < @) minden « esetén, ahonnan P < @)
adodik. Mivel Q < P, igy Q = P, tehat a bizonyitas teljes.

3.6.14. Lemma. Ha {P,} C B(H) projekcick egy rendszere és Q € B(H) projekcid,
akkor Q(VoP,) # 0 esetén QP, # 0 valamely « indexre.

Bizonyitas Ha@P, =0 minden « indexre, akkor P, < I — () minden « esetén,
ahonnan V, P, < I — @ kovetkezik, tehat Q(V,P,) = 0.

3.6.15. Lemma. Ha P € A projekcio és Q € A centrdlis projekcio, akkor QP = 0 <
QCp = 0.

Bizonyitas HaQ@QP =0, akkor P < I — Q. Mivel I — @ centrélis projekcio,
ezért Cp < I — (), ahonnan kapjuk, hogy QCp = 0. A forditott allitdas P < Cp miatt

nyilvanvalé.

A 3.6.10. Tétel bizonyitasa. Legyen E azon P € A centralis projekcidk szuprémuma,
melyekre az AP algebra I. tipusu, tovabba jelolje G azon Q € A centralis projekcidék
szuprémumat, melyekre az AQ algebra III. tipust. Az F és G centrélis projekcidk A-ban.

Megmutatjuk, hogy az AE algebra I. tipusi. Legyen R € AFE nemzérus centralis
projekci6 AE-ben. Mivel R < F, igy F definicidja és 3.6.14. Lemma miatt van olyan P
centrélis projekcié A-ban, melyre az AP algebra 1. tipusu és RP # 0. Mivel P, R centralis
projekciok A-ban, igy PR egy nemzérus centralis projekcié AP-ben. Azonban az AP
algebra I. tipusi, ezért PR-nek van nemzérus Abel-szubprojekciéja, ami igy nemzérus
Abel-szubprojekciéja R-nek. Ezzel belattuk, hogy az AFE algebra I. tipusu.

Azt allitjuk, hogy az AG algebra III. tipusi. Indirekt tegyiik fel, hogy van benne
R < G nemzérus véges projekcié. A G definiciéja miatt ekkor van olyan @) € A centralis
projekci6, melyre RQ) # 0 és az AQ algebraban nincs nemzérus véges projekcio. Innen
kovetkezik, hogy (Q-nak nincs nemzérus véges szubprojekcidja. Azonban RQ) az R véges
projekcié szubprojekcidja, s ezért véges. fgy ellentmondashoz jutunk, ahonnan kapjuk az
allitast.

Az E, G projekcidk egymasra ortogondlisak, hiszen FG # 0 esetén az FG centralis
projekciénak lenne nemzérus Abel-szubprojekcidja (az AE algebra I. tipusi), ami igy

nemzérus véges szubprojekciéja lenne G-nek. Ez azonban ellentmondana annak, hogy az
AG algebra III. tipusi.
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Tekintsiik az F' = I —(E+G) centralis projekcidt. Azt kell megmutatnunk, hogy az AF
algebra II. tipusu. Legyen P < F' centrélis projekcio. Ha P-nek nem lenne nemzérus véges
szubprojekcidja, akkor AP III. tipusu lenne, azaz P < G teljesiilne, ami ellentmondas.
Ezért AF minden centrélis projekcidjanak van nemzérus véges szubprojekcidja. Tegytik
fel, hogy létezik () < F nemzérus Abel-projekcié A-ban. A centrélis fedés definicidja és
F centralis volta miatt Co < F. Azt allitjuk, hogy az AC( algebra I. tipusi. Ha R < Cj
nemzérus centralis projekcié A-ban, akkor mivel RCq # 0, igy 3.6.15. Lemma miatt R(Q) #
0. Ezért R(Q) egy nemzérus projekcié, ami, mivel a ) Abel-projekcié szubprojekcidja,
Abel-projekcié. Az RQ < R relacié miatt innen kapjuk, hogy az AC( algebra valéban
L. tipust. Ebbdl kovetkezik, hogy Cp < E, ami ellentmond a kordbbaikban mar latott
Cq < F Osszefiiggésnek. Innen kovetkezik, hogy AF-nek nincs nemzérus Abel-projekcidja,
azaz az AF algebra II. tipust.

Legyen végezetiil Z az A véges centralis projekcidinak a szuprémuma, ami mint tudjuk
véges és centralis (3.6.13. Allités). Ekkor az AEZ algebra Iy, az AEZ* algebra pedig
I, tipusti (EZ* centralis projekcié ami EZ+ # 0 esetén Z definiciéja miatt nem lehet
véges). Hasonlban, az AFZ algebra I1; az AFZ* pedig 11, tipusi.

Ha A faktor, akkor csak trividlis centralis projekciéi vannak, ahonnan kovetkezik a

tétel utolsd része.

3.6.16 . Definicié. Legyen A egy Neumann-algebra. A P € A projekciét hiiségesnek

nevezziik, ha Cp = 1.

3.6.17. Tétel. Az A Neumann-algebra pontosan akkor I. tipusi, ha van hiiséges Abel-

projekcidja.

Bizonyitas. Tegyik fel, hogy az A algebra I. tipusi. Vegyiink nemzérus Abel-
projekciéknak egy olyan { P, } maximadlis rendszerét, aminek elemei paronként ortogonélis
centralis fed6vel rendelkeznek. Azt allitjuk, hogy a P = ) P, projekcié hiiséges. Ha
Cp # I lenne, akkor az I — Cp-nek lenne nemzérus Abel-szubprojekcidja, R. Mivel
RCp = 0 és a Cp projekcio centralis, ezért a 3.6.15. Lemma miatt CrCp = 0 lenne,
ahonnan kovetkezne, hogy CrCp, = 0 minden « esetén. Ez azonban ellentmondana a
{P,} maximalitdsdnak. Ezért P hiiséges. Megmutatjuk, hogy P Abel-projekcié. Legyen
Qo = Cp,. A {F,} maximalitdsa miatt > Q. = I. Tekintsiik az A — (AQ,)s *
homomorfizmusat A-nak a [, AQ, algebrai direktszorzatba. Mivel ) Q. = I, ezért
ezen leképezés injektiv. Az PAP halmaznak a leképezésiinknél vett képe a PQ), = Q. P =
QoP, = P, Osszefiiggés miatt [[, P AP,. Mivel ezen direktszorzat minden tényezdje
kommutativ (a P,-k Abel-projekcidk), igy a direkt szorzat is az, és mivel PAP ezzel
izomorf, igy kapjuk, hogy PAP kommutativ, azaz a P projekcié Abel-projekcié. Ezzel a

bizonyitas elso fele kész.
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Tegyiik most fel, hogy A egy olyan Neumann-algebra, amiben van hiiséges Abel-
projekcié. Legyen ez P. Ha () nemzérus centralis projekcid, akkor Q) P egy szubprojekcidja
(Q-nak ami, mivel P-nek is szubprojekcidja, ezért Abel-projekcié. Ha QP = 0 lenne,
akkor az 3.6.15. Lemma miatt QCp = 0 is fennallna, ami C'» = [ miatt ellentmondés. A
bizonyitas ezzel teljes.

Tobbé-kevésbé hasonld eszkozokkel lathato be az alabbi tétel is.

3.6.18. Tétel. Az A Neumann-algebra pontosan akkor szemivéges (ez azt jelenti, hogy
benne minden nemzérus centrdlis projekcionak van nemzérus véges szubprojekcidja), ha

van hiiséges véges projekcidja.

3.6.19. Megjegyzés. Természetes mdédon vetodik fel a kérdés, hogy milyen kapcsolat
van egy Neumann-algebra és kommutansanak algebrai tulajdonsagai kozott. Az elmélet
alapvetd erdeményei kozé tartozik az a tétel, mely szerint ha egy A Neumann-algebra I.
tipusi (illetve II. tipusi illetve III. tipusii), akkor ugyanez igaz a kommuténsara is. A
finomabb osztélyozasra vonatkozdéan (tehat amikor az I. tipuson beliil tekintjiik az I;, és
I tipusokat, a II. tipuson beliil pedig a II; és 11, tipusokat), hasonlé jellegii allitds nem
igaz. Példék illusztraljak, hogy minden lehetséges varidcié el6fordul egy-egy tipuson beliil,

tehat pl. 1étezik olyan Iy;, tipusi Neumann-algebra, aminek kommutéansa I, tipust, stb.

3.7 1. tipusii Neumann-algebrak

3.7.1. Lemma. Legyen A egy Neumann-algebra és jelolje centrumat Z. Tetszéleges
P e A projekcio esetén PAP centruma ZP.

Bizonyitads Emlékeztetiink ra, hogy tetszbleges P, Q projekcié esetén PAQ = {0}
pontosan akkor teljesiil, ha CpCq = 0 (3.5.16. Megjegyzés).

Az nyilvanvald, hogy ZP része a PAP centrumanak. Ha () centralis projekcié PAP-
ben, akkor tetszéleges A € A esetén

QAP - Q) = Q(PAP)(P - Q) = (PAP)Q(P - Q) = 0,

ahol felhasznaltuk, hogy ) < P. Innen kapjuk, hogy CoCp_g = 0 s igy Co(P — Q) = 0.
Ezért CoP = CpQ = Q, amibdl kovetkezik, hogy () € ZP. Mivel Neumann-algebra cent-
ruma is Neumann-algebra, ezért megegyezik a projekcidi altal generalt linearis altérnek
az operatornorma topoldgiaban vald lezartjaval. fgy adddik, hogy PAP centruma része

Z P-nek, s ezzel a bizonyitas teljes.

A fenti bizonyitds masodik részében lattuk, hogy igaz az alabbi Osszefiiggés:
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3.7.2. Kovetkezmény. A PAP tetszileges () centrdlis projekcidjdra Q) = CqP.
3.7.3. Kovetkezmény. Ha P Abel-projekcio, akkor PAP = ZP.
3.7.4. Kovetkezmény. Ha A faktor, akkor PAP 1is faktor.

3.7.5. Kovetkezmény. Ha A faktor, akkor A minden nemzérus Abel-projekcidja mi-

nimalis.

Bizonyitas Legyen P nemzérus Abel-projekci6. Ekkor a 3.7.3. Kovetkezmény
miatt PAP = CP, ami ekvivalens a P minimalitdsdval (az elegend6ség abbdl kovetkezik,

hogy P minimalitdsa esetén a PAP Neumann-algebraban nincs nem trividlis projekcio,
amibél adodik, hogy PAP = CP).

3.7.6 . Kovetkezmény. Az A Neumann-algebra pontosan akkor I. tipusi faktor, ha van

benne hiséges minimdlis projekcio.

Bizonyitas. A 3.6.17. Tétel miatt, ha A egy I. tipusi Neumann-algebra, akkor van
benne hiiséges Abel-projekcio, P. Mivel A faktor, a 3.7.5. Kévetkezmény miatt kapjuk,
hogy P minimalis.

Megforditva, tegyiik fel, hogy A-ban van hiiséges minimalis projekcié, P. Ekkor P
minimalitasa miatt PAP = CP. Ezért P hiiséges Abel-projekcié és a 3.6.17. Tétel miatt
A egy L. tipusi Neumann-algebra. Tovabba, ha ) € A centralis projekcié, akkor QP
centrélis projekcié PAP-ben, tehat QP € CP. Ezért QP = 0 vagy QP = P. Ha
QP = P, akkor P < @, ahonnan Cp < @ kovetkezik és ezért Q = I. Ha QP = 0, akkor
(I — Q)P = P, s az el6zéekhez hasonléan kapjuk, hogy @ = 0. Ezért A centrumdban

csak trivialis projekciék vannak, amibol kovetkezik, hogy A faktor.

3.7.7. Lemma. Legyen (P,) az A Neumann-algebra Abel-projekcidinak egy olyan rend-
szere, melynek elemei paronként ortogondlis centrdlis fedovel rendelkeznek. Ekkor Vo P,

1s Abel-projekcio.
Bizonyitas. A 3.6.17. Tétel bizonyitasabol kovetkezik.

3.7.8. Lemma. Legyen A egy I. tipusi Neumann-algebra. Ekkor A tetszdleges pro-
jekcidjanak van olyan Abel-szubprojekcidja, aminek centralis feddje megegyezik az eldbbi
projekcio centrdlis feddjével. Tetszéleges P € A nemzérus projekcio esetén PAP eqy 1.

tipust Neumann-algebra.
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Bizonyitas. Legyen Q € A nemzérus projekcié. Feltételiink miatt A-ban van hiiséges
Abel-projekcio, legyen ez P. Mivel CoCp = Cg # 0, ezért a 3.5.15. Allit4s miatt P-nek
és (Q-nak van egymaéssal ekvivalens nemzérus szubprojekciéja. Mivel P Abel-projekcio,
ezért minden szubprojekciéja is Abel-projekcid, ahonnan addédik, hogy @ emlitett szub-
projekcidja is ugyanilyen.

Tekintstik most a @-beli nemzérus Abel-projekcidk egy maximalis rendszerét, mely-
nek elemei paronként ortogondlis fedével rendelkeznek. Ekkor a 3.7.7. Lemma miatt
ezek Osszege Qo is Abel-projekci. Tegyiik fel, hogy Q(Cqy — Cq,) # 0. Ekkor a
mar bizonyitottak szerint a Q(Cqg — Cp,) nemzérus projekciénak van nemzérus Abel-
szubprojekcidja, ami egyrészt benne van ()-ban, masrészt benne van Cg, ortogondlis
komplementerében, tehat centralis fed6je ortogondlis Cg,-ra. Ez azonban ellentmond
a valasztott projekcidrendszer maximalitasdnak, s igy kapjuk, hogy Q(Co — Cq,) = 0.
Ekkor Q = QCq = QCq,. Ezért Q < Cg,, ahonnan Cy < Cp, kovetkezik. A )y < Q
osszefliggés miatt kapjuk, hogy Cqo = Cg,. Ezzel az 4llitas elsé része bizonyitast nyert.

Legyen most P € A tetszéleges nemzérus projekcid. A bizonyitas elsé része miatt a
PAP tetszoleges nemzérus projekcidja tartalmaz nemzérus Abel-projekciét. Ezért PAP

egy L. tipusi Neumann-algebra.

3.7.9. Lemma. Legyen A Neumann-algebra és P,Q projekcick. Ha P = @Q, akkor
Cp < Cq.

Bizonyitas Legyen U € A parcidlis izometria, melyre P = U*U és UU* < Q.
Legyen x € H tetszoleges és y = Ux. Ekkor y € rng () miatt

APz = AU Ux = AUy = (AU™)Qy.

Innen kapjuk, hogy Arng P C Arng Q). Ezért

[A’Arng P| C [A'Arng Q)]
ahonnan a 3.5.12. Allitas miatt Cp < Cg adddik.

3.7.10. Lemma. Legyen P eqy tetszdleges, Z pedig egy centrdlis projekcio az A
Neumann-algebraban. Ekkor Cpy; = CpZ.

Bizonyitads. Vildgos, hogy 0 = PZ(I — Cpz). Mivel Z(I — Cpz) centralis projekcid,
a 3.6.15. Lemma miatt kapjuk, hogy 0 = CpZ(I — Cpz), ahonnan

CPZ = CPZCPZ = OPZ

kovetkezik, hiszen Cp, Z > Cpy.
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3.7.11. Allitas. Legyen A Neumann-algebra és P,Q € A Abel-projekcidk. Ekkor P ~ Q
akkor és csak akkor ha Cp = Cq.

Bizonyitds HaP ~ (@, akkor a 3.7.9. Lemma miatt adodik, hogy Cp = Cy.

A forditott allitdshoz a Schroder-Bernstein-féle tétel (3.5.8. Tétel) miatt elegend6
belatni, hogy ha Cp < Cp, akkor P 3 Q. Ahhoz, hogy ezt megmutassuk, az
Osszehasonlitdsi tétel (3.5.18. Tétel) és a 3.7.10. Lemma miatt feltételezhetjitk, hogy
P - Q. Mivel ekvivalens projekcidk centralis fed6je megegyezik, még azt is feltehetjiik,
hogy P > (). Ekkor a 3.7.2. Kévetkezmény miatt () = CgP, mivel @) centrélis a PAP
kommutativ algebrdban. Innen ) = CoP > CpP = P adddik, s ezért P = (). A

bizonyitas ezzel teljes.

3.7.12. Definicié. Az A Neumann-algebrat homogénnek nevezziik, ha létezik benne
egymaéssal ekvivalens Abel-projekcidknak egy olyan (P,) paronként ortogondlis rendszere,
melyre Vo Py =Y Py =1.

3.7.13. Megjegyzés. Konnyti latni, hogy minden kommutativ Neumann-algebra és a
B(H) is homogén.

3.7.14. Allitas. Homogén Neumann-algebra szikségképpen 1. tipusi.

Bizonyitas Legyen A homogén Neumann-algebra. Tekintsiink egy P € A
nemzérus centralis projekciét. Legyen (P,) egymadssal ekvivalens, paronként ortogonélis
Abel-projekcidk egy olyan rendszere, melyre » P, = I. Ekkor P, AP = P,P # 0
valmely « esetén. Mivel 0 # P,P < P és P,P < P,, igy P,P a P-nek egy nemzérus
Abel-szubprojekcidja.

3.7.15. Tétel. Legyen A egy I. tipusi Neumann-algebra. Ekkor létezik paronként or-
togondlis centrdlis projekcioknak egy olyan (P,) rendszere, melyre Y P = I és minden

AP, algebra homogén.

Bizonyitds. Legyen (P,) egyméasra ortogondlis nemzérus centralis projekcidknak
egy maximalis rendszere, melynél minden AP, algebra homogén. Megmutatjuk, hogy
Yo Po = 1. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz és tekintsiik az A(I — >  P,) algebrat. Ekkor
a maximalitas miatt ebben nem létezik olyan P nemzérus centralis projekcié, amire a
AP = A(I -, P,)P algebra homogén lenne. A 3.7.8. Lemma miatt A(/ — ) P,) egy
I. tipusu Neumann-algebra. A bizonyitas hatralévo részében megmutatjuk, hogy minden
A L. tipusu algebranak van olyan P nemzérus centrélis projekciéja, melyre az AP algebra
homogén, s ezzel ellentmondashoz jutunk. Legyen tehdt A I. tipusu Neumann-algebra

és legyen (Q,) egymadsra ortogonalis hiiséges Abel-projekciok egy maximadlis rendszere
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A-ban (ennek létezését a 3.6.17. Tétel garantélja). Legyen Q) = ) Q.. Ekkor I — @
nem lehet hiiséges, hiszen akkor tartalmazna egy hiiséges Abel projekciét (3.7.8. Lemma),
ami ellentmondana a (Q),) rendszer maximalitdsanak. Legyen R = I —Cr_q(# 0). Ekkor
(I-Q)R = 0, ahonnan R = RQ. Az R centralis projekcid, igy az RQ),-k projekcidk és R =
Yo RQq. Mivel Cq -k megegyeznek, igy a Q,-k egymassal ekvivalensek (3.7.11. Allités).
Az R centralitdsa miatt innen kapjuk az RQ,-k ekvivalencidjat. Talaltunk tehat egy
olyan R nemzérus centralis projekciot A-ban, ami el6dll egymassal ekvivalens nemzérus
Abel-projekciok Osszegeként. Ez azt jelenti, hogy az AR algebra homogén.

Ezzel a bizonyitas teljes.
Tételtinkbol azonnal adodik az alabbi

3.7.16 . Kovetkezmény. Minden I. tipusi faktor homogén.

A 3.7.18. Tétel bizonyitasaban fel fogjuk hasznalni a kovetkezd lemmat, melynek bi-
zonyitasat (ami megtaldlhaté pl. [12, 5.5.6. Proposition] allatt) mellézziik.

3.7.17. Lemma. Legyen A eqy Neumann-algebra és P € A’ projekcié. Ekkor az

AP Neumann-algebranak, mint a P értékkészletén hato algebrdnak a kommutdnsa éppen
PAP.

3.7.18. Tétel. Ha A I tipusi faktor, akkor A izomorf egy Hilbert-tér teljes

operdtoralgebrajaval.

Bizonyitds A 3.6.19. Megjegyzés miatt A’ is I. tipusu faktor. Legyen P € A’
hiiséges Abel-projekcié A’-ban (3.6.17. Tétel). Tekintsiik az

A—— AP

leképezését A-nak AP-re. Konnyen latszik, hogy ez egy sziirjektiv *-homomorfizmus.
Megmutatjuk, hogy leképezésiink injektiv is. Ehhez legyen A € A olyan, hogy PA =
AP = 0. Az operatorok szokasos valds és képzetes részre valé bontasanak modszerét
alkalmazva feltehet6, hogy A onadjungalt. A fenti, PA = AP = 0 Osszefliggés miatt
kapjuk, hogy a o(A) minden, a 0-t6l pozitiv tdvolsdgra 1évé Borel-halmazénak az A-hoz
tartozo () spektralmértékére fennall, hogy PQ = QP = 0. A 3.5.12. Allitds miatt a P

A’-beli centralis fedéjének értékkészlete:

[A’A"rng P| = [A'Arng P| = H.
Mivel tetszéleges T'€ A, T" € A',x € H esetén

Q(T'TPx) = T'QPTx =0,
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ezért () = 0. Innen kapjuk, hogy A = 0, amivel transzformacionk injektivitasa bizonyitéast
nyert.

Tekintsiikk most az AP Neumann-algebrat az P értékkészletén mint Hilbert-téren.
A 3.7.17. Lemma miatt ennek kommutansa PA'P. Mivel A faktor, igy A’ is az. A
3.7.4. Kovetkezmény miatt kapjuk, hogy PA'P is faktor. Ugyanakkor P Abel-projekcié
A'-ban, tehat PA'P egy kommutativ faktor, ahonnan PA'P = CP addédik. Innen
a masodik kommuténs tétel miatt kapjuk, hogy AP megegyezik a P értékkészletén
értelmezett Osszes operdtor algebrdjaval. A bizonyitds elsd része miatt ezen algebra *-

izomorf A-val. Ezzel a bizonyitas teljes.

3.7.19. Megjegyzés. Az I. tipusu Neumann-algebrak szerkezete teljesen leirhato. A
3.7.15. Tétel miatt elegend6 csak a homogén I. tipusu algebrakkal foglalkozni. Neveze-
tes eredmény, hogy minden ilyen algebra egy kommutativ Neumann-algebranak és egy
I. tipusu faktornak, azaz egy Hilbert-tér teljes operdtoralgebréjanak a tenzorszorzataval
izomorf (lasd pl. [20] 2.3. szakaszdt). A tenzorszorzat fogalménak pontos definici6jét
nem adjuk meg, de megjegyezziik, hogy az A ® B(H) szorzatot (ahol A egy kommu-
tativ Neumann-algebra, H pedig egy Hilbert-tér) durvén ugy kell elképzelni, mint az A

elemeibdl all6 dim H x dim H-s matrixok algebrajat.

3.8 Faktorok

Szamos Neumann-algebrakra vonatkozo kérdés redukélhaté a faktorok esetére. Ennek
oka, hogy Neumann egy klasszikus eredménye szerint szeparabilis Hilbert-téren adott
tetszoleges Neumann-algebra eléall faktorok ugynevezett direktintegraljaként. Ezért fon-
tos a faktorok leirdasa, mely problémaval kapcsolatos legalapvetobb eredményeket az
alabbiakban foglaljuk Ossze.

El6szor is, amint azt a kovetkezd tétel mutatja, faktorok projekcidihoz szamértéket
tudunk rendelni alkalmas modon, nevezetesen gy, hogy az igy adédo szamértéki fiiggvény

a végesdimenzios esetben megszokott ranghoz hasonlé tulajdonsagokkal rendelkezzen.

3.8.1. Tétel. Legyen A egy faktor valamely szeparabilis Hilbert-téren és jelolje P(A) az
A projekcidinak halmazat. Ekkor pozitiv skaldrszorzotdl eltekintve egyértelmien létezik

egy olyan D : P(A) — [0, 00] fiigguény, melyre
(1) D(P) > 0 akkor és csak akkor ha P # 0;

(2) D(P) < D(Q) akkor és csak akkor ha P 3 Q;
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(3) D(P+ Q)= D(P)+ D(Q) ha PQ =0;
teljesiil tetszdleges P, Q) € P(A) esetén. A D értékkészletére fenndall, hogy

({O, cl,...,en} walamely ¢ > 0 ésn € N esetén, ha A Iy, tipusi;

{0,c¢1,¢2,...} walamely ¢ > 0 esetén, ha A I tipust;

D(P(A)) = 4 [0, ] valamely ¢ > 0 esetén ha A II; tipusi;
[0, 0] ha A Il tipusi;
00 a . tipusi;
| {0, 00} ha A 11 tipusi:

3.8.2. Definicié. A fenti tételben szereplé D fliggvényt dimenziofiiggvénynek nevezziik.

A dimenziéfiiggvénynél talan még fontosabb szerepet jatszanak az un. nyomok, me-
lyeket lényegében a dimenzidfiiggvénynek az A" elemeire valé linedris kiterjesztésével
kaphatunk.

3.8.3. Definicié. Legyen A egy Neumann-algebra. A 7 : AT — [0, 00| fliggvényt
nyomnak (trace-nek) nevezziik A-n, ha additiv, pozitiv homogén és unitérinvarians (azaz
T(UAU*) = 7(A) teljesiil minden A € A" és U € A unitér operator esetén).

A 7 nyomot végesnek nevezziik, ha értékei végesek. Megmutathaté, hogy ebben az
esetben 7 kiterjesztheté az egész A-ra pozitiv linearis funkcionalként, melyre teljesiil az
un. nyom-tulajdonsag, azaz 7(AB) = 7(BA) minden A, B € A esetén.

A 7 nyomot szemivégesnek nevezzik, ha az A" véges nyomu elemeinek halmaza
gyengén stirit A*-ban.

A 7 nyomot hiiségesnek nevezziik, ha 7(A) =0, A € A" esetén A = 0.

A legfontosabb nyomok az un. normalisak, azaz melyekre 7(sup, A,) = sup, 7(4,)
teljestil minden olyan {A,} C A" rendszer esetén, aminek létezik a szuprémuma az A*-

ban.
A nyom létezésével kapcsolatban a kovetkezo alapveto tétel igaz.

3.8.4. Tétel. Legyen A eqgy faktor valamely Hilbert-téren. Ekkor a kovetkezd dllitdasok
1gazak:

(i) Ha A véges, akkor A"-n pozitiv skaldrszorzdtdl eltekintve egyértelmien létezik

hiiséges véges nyom, ami automatikusan normdlis.

(i1) Ha A egy Il tipusi faktor, akkor A*-n pozitiv skaldrszorzotdl eltekintve egyértel-

mien létezik hilséges szemivéges nyom, ami automatikusan normadlis.
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(i1i)) Ha A egy I tipusi faktor, akkor A*-n pozitiv skaldrszorzdtdl eltekintve egyértel-

mien létezik hiiséges normalis szemivéges nyom.

(iv) Ha A egy III. tipusi faktor, akkor A'-n nem létezik zérustol kilonbozd normdlis

SZemivéges nyom.

3.8.5. Megjegyzés. A 3.8.4. Tétellel kapcsolatban hangsilyozzuk azt az érdekes tényt,
hogy az I tipusu faktorokon az I, II; és Il tipusu faktorok esetével ellentétben
a fellépé hiiséges szemivéges nyomok nem sziikségképpen normaélisak. Ezen szingularis

nyomokat Dixmier-féle nyomoknak szokés nevezni.

A 3.7.18. Tétel teljesen leirta az I. tipusi faktorokat. Az aldbbiakbann példat adunk
II. tipusu faktorokra.

A tovabbiakban legyen G egy diszkrét csoport. Jeldlje

lo(G)={z:G—C: Z lz(g)]* < oo}

Ekkor l5(G) Hilbert-tér a pontonkénti Osszeadds és skalarral szorzas miiveletével és a

(w,y) = z(g)ylg)  (z,y € L(Q))

g

maédon értelmezett belsGszorzattal. Az ezen belsszorzatbol szarmazé normaét jelolje ||. ||

Legyen x,y € I5(G). Az x és y konvolucidjan a

(wxy)(h) =Y x(hgy(g) (heq)

g

médon definidlt fiiggvényt értjiik. Altaldban nem igaz, hogy xxy € lo(G)-nek, az azonban
mindig fendll, hogy

rxy €lo(G)={x:G— C : suplz(g)| < oco}.
g

Valéban, konnyen belathat, hogy
|z % ylloo = sup|(z + y)(R)] < [lzla]ly 2
Tetszbleges © € I5(G) esetén definidljuk

Lyy=xzxy, Ry=yxz (yeclb(G)).
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Vildgos, hogy L., R, : l5(G) — lo(G) linedris operatorok. Jeldlje
Lo={L, : x €5(G) és L, : I5(G) — I5(G) korldtos linedris operator}
és
Re ={R: : v € 1(G) és R, : 15(G) — l2(G) korldtos linedris operdtor}.
Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy Lg és R¢ véges Neumann-algebrak az lo(G) Hilbert-
téren. A bizonyitdasban sziikségiink a kovetkezo egyszerii észrevételekre. Tetszoleges g € G
esetén jelolje
1 hah=g
5g(h> =
0 hah#g.

Egyszerii szamolassal kapjuk, hogy
(% 6,)(h) =x(hg™) és (6,*x)(h) = (g "h)
teljesiil minden g,h € G és x € l5(G) esetén. Innen adddik, hogy x * d,, 6, * = € 2(G).
Vildgos, hogy ha e jeloli a G egységelemét, akkor x x 0, = 0. x x = = (z € l3(Q)).
3.8.6. Lemma. Ha T € B(l2(Q)) és
(T'64,0n) = (% dg, Op) (g,h € G),

akkor T = L,.

Bizonyitas. Elészor is vegyiik észre, hogy {6, : g € G} egy teljes ortonormélt
rendszer l(G)-ben. Az ortonormalitas trividlis. Ha most z € l5(G) olyan, hogy (z,d,) =0
minden g € G-re, akkor z(g9) = 0 (¢ € G), tehdt x = 0. Ez mutatja rendszeriink
teljességét.

A lemmaban szerepl6 feltételébdl kapjuk, hogy 79, = z%J, (g € G). Legyen y € l5(G)
tetszOleges. Ekkor y Fourier-sora » y(g)dy, ami y-hoz konvergdl az l;(G) Hilbert-térben.

Ezért T folytonossdga miatt
Ty =T y(9)d) =Y _y(g) T = ylg)x *d,.
g g g

Masrészt, ha F' C G tetszoleges véges halmaz, akkor

lz %> 5(9)0g — 25 yllee = 2 O 5(9)0g = W)lloo < llzll2ll > u(9)dg — yllz — 0

ger geF yeF

amint F végigfut a G osszes véges részhalmazén. Igy Zgy(g)x % 0 = = * y teljesil az
l(G)-ben. A fentiekkel 6sszevetve, kapjuk, hogy Ty = x *xy. Mivel y € I5(G) tetsz6leges
volt, ezért T' = L,.
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3.8.7. Tétel. L és R véges Neumann-algebrdk az lo(G) Hilbert-téren.

Bizonyitas. Eloszor azt mutatjuk meg, hogy Lg és R algebra. Tekintsiik a Lg
esetét. Vilagos, hogy ha L., L, € L, akkor Ly, = L, + L, € Lg és tetszbleges A € C
esetén \L, = L), € L. Nézziik most a szorzatra vald zartsagot. Eloszor is vegyiik észre,

hogy
rxy =% (y*0.) = LyL,0, € lo(G).

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy
(LaLydg, 0n) = (& (y % 09),0n) = (2 % (y % 64))(h) =

S a(hf Ny *6)(f) =D alhf y(fg™") =D alhg™ fy(f) =

f ! !
(@ #y)(hg™") = ((z* y) * d4) (h) = ((x xy) * 0y, 6n)-

Az el6z6 lemma felhasznalasaval kapjuk, hogy L., = L,L, € L. Tetszbleges x € G
esetén legyen 2*(g) = 2(g1) (g € G). A fentiekhez hasonld okoskodss és trivialis szamolas
mutatja, hogy L: = L.« € Lg. Mivel I = Ls, € L¢, ezért ezzel belattuk, hogy L egy,
az identitast tartalmazé *-részalgebrdja B(lo(G))-nek. Teljesen hasonléan kapjuk, hogy
ugyanez igaz az Rg-re is.

Megmutatjuk, hogy Lg és Rg egymas kommutansai, amibol kovetkezik, hogy 6k
Neumann-algebrék. Legyen L, € Lg és R, € R¢. Ekkor

(LoRySg,0n) = (@ % (0, x ) (h) = Y _a(hf )6, xy)(f) = D a(hf ylg™" ).

f !

masrészt

(RyLaby, 0n) = (2% 0,) % y)(h) = Y _(w* ,)(hf )y(f) = Y_a(hf g~ y(f).
f f

Ha itt f-et g~ !f-fel helyettesitjiik, akkor kapjuk, hogy a fenti két egyenlet jobboldala,

s igy baloldala is megegyezik. Mivel {d,} teljes ortonormalt rendszer l5(G)-ben, adédik,

hogy L, és R, egymassal felcserélhetok. Ezért Lo C Ry és Rg C L. Legyen most

T € Ry Tekintsiik az Ly, operatort. Ekkor

<T(59, 6h> = <TR5956, 5h> = <R5QT56, (Sh> = <(T(5,3) * (Sg, 5h>

ahonnan a 3.8.6. Lemma miatt kapjuk, hogy 7" = L;, € L. Mivel T' € Ry, tetsz6leges
volt, adédik, hogy Ry, C L. Igy kapjuk, hogy L& = R és hasonldan lathaté be az
R = Ly, osszefiiggés is. Tehdt az L, R algebrak Neumann-algebrék.
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Hatravan még annak bizonyitasa, hogy mindkét algebrank véges. Legyen U € Lg
olyan parcialis izometria, melyre U*U = I. Azt kell beldtni, hogy ekkor UU* = I is
fenndll. Legyen = € [3(G) olyan elem, melyre L, = U. Ekkor a mar bizonyitottak szerint
I =U"U =L;L, = Ly«L, = Ly,. Megmutatjuk, hogy L,.,~ = L, L} = UU* = I is
teljesiil. Egyrészt

1= (Lawaaln, 0n) = (2% 5 2) % 6,) (h) = (x* x 2)(e) = > _a*(g7 () = D x(9)z(g).
Maésrészt
(Lasz0n, 0n) = (w5 2%) % 85) (h) = (wx 2*)(e) = > _a(g™Ha*(9) = > _a(g™Ha(g™).

Ezekbol kapjuk, hogy
<UU*6h75h> = <Lx*x*6ha5h> =1

minden h € G esetén. Mivel UU* projekcid és 9, egységvektor, ezért innen kovetkezik,
hogy d;, benne van az UU* értékkészeletében. Azonban {d,} teljes ortonormélt rendszer,
igy UU* = I adédik. A bizonyitas ezzel teljes.

3.8.8. Definicié. A G csoportot i.c.c. csoportnak nevezziik (i.c.c. = infinite conjugate

class) ha tetszdleges g # e esetén az {aga™' : a € G} mellékosztély végtelen.

3.8.9. Tétel. Ha G # {e} egy i.c.c. csoport, akkor az Lg és Rg Neumann-algebrdk 11
tipusu faktorok.

Bizonyitads. Lassuk be eloszor, hogy L faktor. Legyen L, € Lo N L. Ekkor
L,L,=L,L, (y € G). Innen kapjuk, hogy L., = Ly, azaz vy = y*z minden y € G
esetén. Specidlisan x 0, = 0, * = (g € G). Ezen egyenlet oldalain all6 fiiggvényeket h-ndl
tekintve kapjuk, hogy z(hg™') = z(g7'h) (g,h € G). Ebb8l z(ghg™') = x(g " gh) = z(h)
adédik. Mivel G egy i.c.c. csoport, ezért h # e esetén ezen Osszefiiggéshdl x € [(Q)
miatt az kovetkezik, hogy z(h) = 0. Innen kapjuk, hogy © = AJ., tehat L, az identitds
skalarszorosa. Ezzel belattuk, hogy Lq faktor.

Mivel a {Ls, : g € G} egy végtelen szamossagu linedrisan fiiggetlen részhalmaza
Lo-nek, ezért Lg végtelen dimenzids véges faktor. A 3.6.10. Tétel miatt véges faktor
szitkségképpen Iy, vagy II; tipusd. A 3.7.18. Tétel miatt az Iy, tipusi faktorok véges

dimenzidsak. FEzért az Lq faktor II; tipust.
3.8.10. Allitas. Legyen G nemtrivialis i.c.c. csoport. Tetszbleges g € G esetén a
T: A (Ady, 04)

modon definidlt funkciondl hiiséges véges nyom az L¢ illetve R 11 tipusi faktorokon.
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Bizonyitas GCsak a Lg esetével foglalkozunk. Vilagos, hogy 7 pozitiv linearis
funkcionél. Belatjuk, hogy 7 rendelkezik a nyom-tulajdonsiggal (ldsd 3.8.3. Definicid).

Ez kovetkezik az alabbi szamolasbdl:
(LyLyg, 0g) = (x % (y % 4),0) = (v % (y * dy))(9) =

S algf () = S algf e = 3w (F ()

f f f
(LyLady, 8g) = (y * (1% 85),89) = (y % (% 84))(9) =
D ylgf @ 0) () =D ylaf Na(fg™) =D u(fHa(f).
f f f

Mivel ezen egyenletek a jobboldalon allé utolsé tagjai megegyeznek, kapjuk a kivant
tulajdonséagot.

Végezetill megmutatjuk, hogy 7 hiiséges. Ehhez legyen T € L pozitiv operator.
Ekkor létezik olyan S € L operator, melyre T' = S*S. Innen kovetkezik, hogy van olyan
z € ly(G) fiiggvény, melyre T = Ly«.,. Ha (L;+.;6,0,) = 0, akkor a fenti szdmoldsbdl
kapjuk, hogy

0= 2" (fa(f) = Y _a(Ha(f)-
! !
Ebbol adédik, hogy x = 0, s ezért T'= 0. A bizonyitéds ezzel teljes.

3.8.11. Megjegyzés. Belathatd, hogy a
P — (Pdy,d,)
leképezés L illetve R projekcidin éppen a normalizalt dimenziéfliggvény.

3.8.12. Megjegyzés. Lassunk most példat i.c.c. csoportra. Konnyii megmutatni, hogy
az N azon permutacidinak S, csoportja, melyek véges sok elemtol eltekintve mindent fi-
xen hagynak, egy i.c.c. csoport. Ugyancsak ilyen csoport az n generatoros szabadcsoport
(n > 2) melyet F,-nel jelliink.

Neumann megmutatta, hogy az Lg_ és Ly, II; tipusu faktorok egymassal nem izo-
morfak. Kadisontdl szarmazik az a hires, maig megoldatlan probléma, hogy vajon n # m
esetén Lg, és Ly, nem izomorf-e. A problémakdr talan legnevezetesebb eredménye az,
mely szerint az Lp, algebrak vagy mind izomorfak egymassal vagy pedig paronként nem

izomorfak.



3.8. Faktorok 149

3.8.13. Megjegyzés. Ami a I, faktorok létezését illeti, egy fontos eredmény szerint az
A faktor pontosan akkor Il,, tipusi, ha izomorf valamely A; ® B(H) tenzorszorzattal,
ahol A; egy II; tipusu faktor, H pedig végtelen dimenziés Hilbert-tér.

A III. tipusu faktorokra adhaté példakkal kapcsolatban megemlitjiik, hogy ezekhez az
el6zoeknél 1ényegesen haladottabb eszkozokre lenne sziikség, ezért ezekkel itt nem foglal-

kozunk.

3.8.14. Megjegyzés. A fenti példak utan természetes mdédon vetodik fel a faktorokra
vonatkozo ugynevezett izomorfizmus-probléma megoldasa, azaz annak igénye, hogy izo-
morfia erejéig hatdrozzuk meg az Osszes lehetséges faktort.

Ami az I. tipusu faktorok esetét illeti, mar lattuk, hogy ezek mind izomorfak valamely
Hilbert-tér teljes operatoralgebrajaval.

A II. tipust faktorokra vonatkozdan az izomorfizmus-probléma mindmaig megoldatlan.
Hogy két, a problémakorhoz kapcesolodd nevezetes eredményt emlitsiink, el0szor utalunk
Neumann és Murray egyik tételére, mely szerint barmely két hipervéges I1; faktor izomorf
(az AF-algebrak Neumann-algebras analogonjaként egy Neumann-algebrat hipervégesnek
neveziink, ha 6t generdlja véges dimenzids *-részalgebrainak egy monoton névekvd soro-
zata). Hasonlé allitas igaz I, tipust hipervéges faktorokra is. Megemlitjiik még azon
nevezetes eredményt, mely szerint megszamlalhatatlanul végtelen sok egyméssal nem izo-
morf II; tipusa faktor 1étezik.

Végezetill, ami a III. tipusi faktorokat illeti, a rajuk vonatkozé izomorfizmus
problémat A. Connes-nak sikeriilt megoldania 1973-ban. Alapvetd tétele szerint a III.
tipusu faktoroknak kontinuum sok izomorfia osztdlya van. Ennek megfeleléen szokas
beszélni 11T, (0 < A < 1) tipusi faktorokrdl.
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